TD Oraux (préparation 5 bis, spécifique X-ENS). Corrigé

1)a)Y = ch\;l 1a,,ou A : “ L'entier k a été tiré au moins une fois ”.

On a P(Ay) = 1— (1 - ;f)n Done E(Y) = N <1 _ <1— ;V)n) .

1 1
b) On obtient respectivement lim,,_, 4o NE(Y) =1, limy oo NE(Y) =0etlim,—y 100 =E(Y)=1—¢"1.

N

2) On note X la valeur du jeton choisi par Alice. Ainsi, X suit la loi uniforme sur [1, n].
k—1
)
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Donc P(Yzj):Z?ﬂP(Yzj\X:k)p(xzk)zﬁzg?zl

OnaP(Y>j|X=k) =

. On a nécessairement j < k.
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Avec la formule de la crosse de Hockey, on obtient finalement P(Y > j) = — ((])) = ‘Z(+ .
n(, nxj
Jj—1

3) On note 1, ..., Tan+1 les réels positifs, et X = (z;)o<j<on.

Les conditions se rameéne & un systéme de (2n + 1) équations a (2n + 1) inconnues de la forme AX = 0, ou A est
(aij)i<i<ni<j<n € Mpu(R) vérifie notamment Vi, a; = 0 et Vi # j, a;; € {—1,1}.

Par ailleurs, sur chaque ligne, il y a autant de coefficients valant 1 que de coefficients valant —1.

On note que le vecteur Z = (1, ...., 1) est solution (c’est-a-dire Z € Ker A). Ainsi, dim Ker A > 1.

L’énoncé revient & montrer que Ker A = RZ.
1l suffit donc par dimension de prouver que dim Ker A = 1, c’est-a-dire rg A = 2n.

On peut alors conclure avec ’exo 3) bis) : en effet, la sous-matrice principale d’ordre 2n admet un déterminant

impair, donc est inversible, ce qui prouve que rg A > 2n, donc rg A = 2n.
3) bis) - det A est un polynome en les a;; a coefficients dans Z.
Donc la parité de det A ne dépend que de la parité des a;;. Par exemple, ab est pair ssi a ou b est pair.

- Il suffit donc de prouver la propriété lorsque Vi # j, a;; = 1.

On a alors A = J — I, ou J est la matrice ne contenant que des 1.

On a J symeétrique diagonalisable de rang 1 semblable a Diag(n, 0, ...,0).

Donc A diagonalisable semblable & Diag(n — 1, —1,...,—1), d’ott det A = (—=1)""1(n — 1).

D’ou le résultat : si n est pair, alors det A est impair.
4) - On montre (cf annexe) la propriété :

Lemme : si (by)nen est une suite vérifiant Vn € N, a,, < by, alors x,(ag, ..., arn) < 2 (bo, ..., by)-

- En particulier, x,11(ag, .., Gn—1, @n, @Gnt1) = Tn(ao, ooy Gn—1, Gn + /ant1) > Tn(ag, ..y Gp—1, an).

Autrement dit, la suite (x,)nen est croissante. Donc elle converge ssi elle est majorée.

- Supposons qu’il existe A > 0 tel que Vn € N, a,, < A2,

On a alors (cf preuve en annexe) que z, < A + \/)\2 + \/)\4 o VAE) =1 \/1 +V14...+V/1.

Ainsi, 2, < up, et (un)nen vérifie ug =1 et Vn € N, upy1 = 14 /.




La fonction f : x — x + /x est croissante sur [1, +oo[ et admet un unique point fixe A > 1.
Ainsi, l'intervalle [1, ] est stable par f, et f > Id sur cet intervalle.

Donc (up)nen croit et converge vers A, unique point fixe de f sur [1, A]. Donc (zy,)nen est majorée (et cv).

- Réciproquement, supposons (z,),en convergente. Alors il existe A tel que Vn € N, z, < \.

A fortiori, %/a, < A, c’est-a-dire a, < AEM),

Anneze : Preuve du lemme : Supposons Vn € N, a,, < b,. On raisonne par récurrence :

On a 2,41(@0, -y Gn—1,An, Ang1) = Tn(A0, vy -1, An + \/Cny1).

On a an + y/ant1 < by + 4/bnt1. On obtient donc le résultat par récurrence sur n.

5) On note tout d’obord que f est 2m-périodique. Le nombre de zéros sur [a,a + 27[ ne dépend pas de a.

On utilise alors les lemmes suivants :

- Lemme : Si g est C! et 2m-périodique s’annule n fois sur [a,a + 27|, alors g’ s’annule au moins (n + 1) fois.
Preuwve : Sur [a,a + 27|, ou a est un zéro de g : ainsi, g s’annule (n + 1) fois sur [a,a + 27], donc par Rolle, ¢’
s’annule au moins (n + 1) fois sur |a,a + 27|, donc a foritori sur [a,a + 27].

Conséquence : (Np)pen est croissante.

- Lemme : Si an > Y771 |ag|, alors f s’annule au moins (2n) fois sur [a, a + 27

Preuve : 1l existe (2n + 1) points ag, a1, ..., az, = ag + 27 tels que sin(nag + @) = (—1)*.

On a alors f(ay) du signe de (—1)*, donc par le TVI, f s’annule au moins 2n fois sur ]a, a + 27).
Conséquence : On a f®) de la forme = S"1_, kPay sin(kt + 1.).

Pour p assez grand, nPa,, > 22;11 kP |ag|, donc Ny > 2n pour p assez grand.

- Lemme : Le polynome trigonométrique f admet au plus 2n zéros
Preuve : On a f(t) de la forme > 7_; cxe® + S°7_ dre™** avec ¢, et dj, € C.
On a donc f(t) = e~ P(e'), avec P polynéme non nul de degré < 2n.

Comme P admet au plus 2n racines sur U, alors f admet au plus 2n zéros sur [0, 27].

6) - On note d’abord que le nombre de changements de signes de f est pair, car f(0) = f(2m).

- On peut aussi noter que f(t) = cos(mt) vérifie 'hypothése lorsqu’on prend m > n + 1.
En effet, on a par exemple fo% cos(mt) cos(nt) dt = 5 f027r cos ((m +n)t) 4 cos ((m —n)t)dt = 0.
- On traite d’abord le cas n = 0. On a f027r f(t) dt =0, donc f change de signe.

Donc f admet au moins deux zéros, cas atteint par exemple lorsque f(t) = cost.

- On traite ensuite le cas n = 1. On a fo% f(t) dt = 027r f(t) cos(t) dt = 027r f(t) sin(t) dt =0,
ce qui revient a f027r f(t) w(t) dt =0, ou w(t) = Acos(t — p) — B.
Supposons par ’absurde que f admet exactement 2 changements de signes en « et .

Alors On peut écrire a et 8 sous la forme p — e et ¢ + €.



Ainsi, w(t) = cos(t — ¢) — cose change de signe en méme temps que f.
Comme f027r f(t) w(t) dt =0 et que fw est de signe constant, alors f(¢)w(t) = 0 pour tout ¢,
donc f est identiquement nulle (par continuité), ce qui est absurde.

Donc f admet exactement 4 changements de signes, cas atteint par exemple lorsque f(t) = cos(2t).

- On procede alors par récurrence. Supposons que f admet (2n) changements de signes en les points ax = ¢, — €k
et B = ¢ +eg, avec 1 <k < n.

On considere w(t) = []r_; (cos(t — ¢y,) — cosey) € Vect((sin(kt))1<k<n, (cos(kt))o<k<n)-

Les fonctions f et w changent de signes en les mémes points, d’ot fw de signe constant.

D’ott une contradiction avec fo% fw=0.

D’ou f admet au moins (2n 4 2) zéros (ou elle change de signe), cas atteint lorsque f(t) = cos((n + 1)t).

7) On suppose a, b, ¢ distincts et le triangle non aplati.

On a (z — a) et (b — ¢) orthogonaux, c’est- a-dire ~ 2 EZR c’est- a—dlrez_a—<z_a).
- —c —c
On obtient ainsi : —— = (22 etz_b: z—b'
b—c b—c a—c a—c

Il s’agit d’un systéme linéaire de deux équations en les deux inconnues z et Z.

1 1
b—c b—c

Le systeme est bien inversible car la matrice associée est

b— b—
Son déterminant est non nul, car < C> #* < c).

a—cC a—=cC

_ b— b—
¢ ¢ R, c’est-a-dire < C) # < C) .
—c a—-c a—-c

k
8) Remarque : On a Yk, — # a, car a est irrationnel.
n

b
En effet, comme a, b, c ne sont pas alignés, alors
a

La fonction f : ¢t +—— est décroissante et intégrable sur |a,a + 1].

1
vVt—a
1 n . k—1 k
Donc — ( ) fk/ f(t) dt, si f est décroissante sur { ,] .

n n n

f@®)
k
Notonsg-mln{keN\ n§a+1}.

1 1 1 1
On a alors — >, - 4 k#igﬁ”l dtgf;“ dt = 2.
n ny

DonC&SQ—I—
n J
ny/ = —a
j 2
() 2y 2
—2n?
D’autre part, ——\f AR > ]]
" —+\f n? +f
j% —2n? 1
. > .
%+\/§ 22+ 1

Or, j2 — 2n? est un entier naturel non nul, donc j2 — 2n? > 1. D’oul



S, 1
On obtient donc —* < 24 —————.
n 2v2+1
9) a) On a ¥ = O(p), donc y” intégrable. D’ou a fortiori, 3 converge en +oc.

Posons L = lim,, 1~ 4'. Si on avait L > 0, alors y'(x) > %L pour x > xg assez grand.

Donc y(z) > y(zo) + 3 L(z — x¢), ce qui contredit y bornée. De méme si L < 0. Donc L = 0.

b) Supposons par ’absurde que y ne s’annule pas sur [a,a + 7).
Quitte & considérer —y, qui vérifie aussi la méme équation, on peut supposer y > 0 sur [a,a + 7.

On considére z(z) = sin(z — a). Ainsi, 2’ + 2z = 0.

! 1y, !
On a (Z) = M et (2'y —zy) = 2"y — 2y = (p(x) — 1)zy > 0.
Y z

z . z z i
Donc — est croissante. Comme — s’annule en a et a + 7, on a — = 0 sur [a,a + 7| ce qui est absurde.
Y Yy Yy

10) On pose z = ay, — iby, avec (a,by) € R x RY.

On a arg(x — z) = —% +arg(by + i(z —ag)) = —g + arctan <:13 ; ak) [27].
k

Donc arg P(z) = > _, arg(z — ag) = ¢ + >_,_, arctan (I — k) [27], onl p est une constante.

k

— ag , . . .
> est définie sur R et est strictement croissante
k

[ Donc 'équation arg P(z) = 0 [r] admet n zéros distincts.

x
On vérifie aisément par calcul que g(z) = Y ) _; arctan (
nw nw
272

Autrement dit, () admet n racines réelles distinctes.

de |-

2_72
11) Ona |S2 =58 = Spd St w1 — yi- wlb=D(k+)
Mais en fait, compte tenu de w™ = 1, on peut prendre Ek o EHn L. aulieu de 3020 S
Donc on a S| = Y770 Syt b=hk+) — s~ —I(k+3) en posant j =1 — k.
On obtient alors |S|? = Z?:_ol w I (Z?;& w‘zkj) .
Comme n est impair, w=% =1 ssi j = 0 [n], donc >0 LWk = nsij =0, et >0 ! w2ki = 0 sinon.

Donc |S|? =

12) Par passage a la limite, f est croissante. On suppose f lipchitzienne de rapport C.
k

On va considérer une subdivision finie (zy)o<k<n, avec xj = N

Pour z € [0, 1], il existe k € [1, N] tel que z_1 < z < xy.

On a alors f(z) — fu(2) < f(@k) = fa(@e-1) = [f(zk) = f(@p-1)| + [f(zk-1) — fu(zr-1)]
De méme fy(z) — f(z) < fa(zk) — f(@r-1) = = [fulzr) = flze)] = [f(2r) = f(ze-1)]-
Soit € > 0. Il existe N € N tel que % <e. On a ainsi |f(zg) — f(zr_1)| < € pour tout k.
Or, on a Vk € [0, N], limy,— 400 | fru(xr) — f(zk)| = 0.

Comme [0, N] est fini, on a pour n > ng assez grand, Vk € [0, N], |fuo(zx) — f(zx)] < e.



On en déduit que Vn > ng, Vo € [0,1], —e < f(x) — fo(x) < e, c’est-a-dire sup | f — fn| < 2e.

Remarque : La propriété est vraie en remplagant f lipschitzienne par f continue.
En effet, ’approximation uniforme par des fonctions en escaliers garantit la propriété dite d’uniforme continuité :

Ve >0,3a>0,VY(z,y) €[0,1% |z -yl <a=|fz) - fy)| <e

1
Il suffit alors dans la preuve de choisir N de sorte que le pas N soit inférieur & .

13) - Supposons que (g, )nen+ est périodique de période N. On considére n = gN + r.

_ Ny too N EgN4r _ s~FootN & stoo Y o N Er
Alors &= 30200 21 5qNtr = 2q=0 2ar=1 3qN 7 = 2q=0 a8 OB Y = Doy 5
0 foo 1 1 B oN q p NN oN-re g 9N _1j .
naEq:0—2qN—1_1/2N—2N_1, omzas-q,avecp—57,:1 er < q= mpair.

- Réciproquement, supposons = = g et 0 <p<qget gimpair.

Vu le calcul précédent, il suffit de prouver qu’il existe N € N* tel que ¢ divise 2V — 1.
En effet, on pourra alors mettre x sous la forme précédente.

1l s’agit donc de trouver N € N* tel que 2V =1 [g].

Or, la suite (2" mod ¢),en prend un nombre fini de valeurs, donc il existe 0 < i < j < ¢ tel que 2° = 27 [q].

Donc ¢ divise 2¢(2/7! — 1), et comme ¢ est impair, on a ¢ divise (27~ — 1). Ainsi, N = j — i convient.



