TD Oraux (préparation 5)

1) Une urne contient a boules jaunes et b boules rouges. On effectue une succession de tirages d’une boule, et a
chaque étape on remet dans I'urne la boule tirée ainsi qu’une nouvelle boule de la méme couleur.
On note X, la v.a. donnant le nombre de boules jaunes présentes dans 1'urne aprés n tirages.

On considére T, I’événement : “ La boule tirée au n-iéme tirage est jaune ”.
a) Déterminer P(Ty | T1).

b) Déterminer E(X,,).

2) On considére 'evn E des suites réelles nornées u = (uy)neny muni de la norme |jul|,, = sup, ey |tn] -
Soit @ = (a,)nen une suite réelle telle que > a,,| < +o0.
a) Donner une CNS sur a pour que N,(u) = :j’) ap, |uy,| définisse une norme sur E.

b) Dans ce cas, les normes N, et || ||, sont-elles équivalentes ?

c¢) Donner une CNS sur (ay,)nen €t (bn)nen pour que les normes N, et N;, soient équivalentes.

3) a) On considére (uy,)nen définie par 0 < ug < 1 et Vn € N, up i1 = up, — u2.

Déterminer un équivalent de (uy,)nen-
1
b) On considére (uy,)pen définie par 0 < ug < 1 et Vn € N, up4q1 = i(un +u2).

Montrer qu’il existe A > 0 tel que u, ~ A 277,

4) Soit X une variable aléatoire réelle a valeurs dans [a, b] telle que E(X) = 0.

Montrer que F(X?) < —ab. Préciser les cas d’égalité.
5) Soit P(X) = X! —14X2 - 5X + 1.
Montrer que P admet au moins une racine complexe de module strictement inférieur a 1.

6) Soit P € R,[X] un polynome de degré n. On considére M = (P(i + j))o<i<n,i<j<n € Mns1(R).

Montrer que M est inversible.

7) Soit f : R" — R de classe C?. Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) f est convexe : VA € [0,1], f(Ax + (1 — N)y) < Af(z) + (1 = N)f(y)

(ii) pour tout z € R™, la matrice Hessienne Hy(z) € S, (R).

Corrigé



a+1
at+b+1

b)Ona X, =X,_1+1p,. Onaaussi P(T,, | X1 =k) =

1) a) P(To | Th) = , puisque si T est réalisée, il y a a + 1 boules jaunes et b boules rouges.

k

a+b+n—1

EP(Xn_1=k)  E(Xn_1)
Done P(Ty) = Xjog P(Tn | Xno1 = WP(Xn1 = k) = Xpoy =" = =

> E(X,_1).

On a ainsi B(X,) = E(Xy1) + P(Th) = {1+ ———
n a ainsi E(X,,) (Xn-1) + P(T7) <+a+b+n—1

1
C Xo= btient final t B(Xy) = v 1+ —FF .
omme X( = a, on obtient finalement F(X,) =a[[}_, < +o . 1)

2) a) La CNSest ; Vn € N, a,, >0 (considérer les u = (dx—n)ren pour tout n € N).

b) On a Ny(u) < K ||ul|,, od K = Z:L_i% -

. . . 0=
Mais les normes ne sont pas équivalentes : considérons u(™ = < L .
keN
1

ay
On a Hu(n)H — _— et N, (u(n)) — 1. donc lim w
oo an, a =4 n——+00 Na(u(n))

c¢) On vérifie que N, et N, soient équivalentes ssi a,, = O(by,) et b, = O(ay),

= 400, car limy— 400 ayp = 0.

c’est-a-dire ssi il existe K et L > 0 tels que Vn € N, a,, < Kb, et b, < Lay,.

3) a) On étudie © — = — 2% et on fait un schéma en représentant y = x aussi.

On en déduit que ]0, 1| stable par f et f < Id sur |0,1[. D’ou on déduit aisément limy,—, o u, = 07.

. 1 1 1
On a alors limy, 400 — — =1, donc par Cesaro, u, ~ —.
Uy  Uptl n

b) On vérifie comme au a) que limy, 4o U, = 0T.

Un41

1
On a alors limy,_, 1 o =5 donc par d’Alembert, > u, converge.

n

Posons v, = 2" uy,. On a vy41 = v,(1 + uy), donc Invy41 — Inwv, = O(uy).

Comme ) u, converge, alors Y (Inv,4+1 — Inwv,) converge, donc il existe A = lim,,—, 100 vy, > 0.

4) (X —a)(b—X) >0, donc X2 < —ab+ (a + b) X, d’ou par linéarité et ordre, E(X?) < —ab.

b
Il y a égalité lorsque X a valeurs dans {a,b}, avec P(X =a) = 5 et P(X =a)= o
—a —a

5) Supposons par l'absurde que les 11 racines complexes de P sont de module > 1.
Comme le produit des modules des racines est égal a 1, alors elles sont toutes de module 1.
Comme P est de degré impair, P admet une racine réelle.

Or, ni 1 ni —1 n’est racine. D’oli une contradiction.

6) Remarque : Pour Q € R,[X], on a Q(X) =37 Q(4)L;(X), out (Lj)o<j<n base de Lagrange.
Donc M est la matrice de la famille (P, ..., P,) dans B = (L;)o<j<n, ot Pj(X) = P(X + j).

jk:

Par la formule de Taylor pour les polynémes, on a P(i + j) = > }_, pk) (z)y

-k

Donc M = AB, ou A = (P(k)(i))0<i<n o<p<n €6 B = (j

k! ) 0<k<n,0<j<n '
[[6<j<r<n(E—J)
[T5—o ¥!

On a A = Matg(P, P/, ..., P™), donc A est inversible (degrés échelonnés).

La matrice B est inversible (cf Van der Monde) et det B = = 1.




Remarque : A = Mat(i/)o<i<n.0<j<n Maty x,.. xn) (P P, ... P(™), ce qui permet de calculer det A,
car det Mat(y x . xn)(P, P', ..., P™) vaut (—1)"*! fois le produit des coefficients dominants des P*).

7) On montre d’abord (en passant par les coordonnées ou par un DL)

que si g(t) = f(a + tv), alors ¢'(t) = (Vf(a+ tv),v) et ¢"(t) = (v, Hf(a + tv)v) .

- Si Hy¢(z) est positive pour tout = € R", alors g est convexe.

En posant b = a + v, on obtient bien V¢ € [0, 1], g(t) = g((1 — )0 +¢1) < (1 —¢)g(0) + tg(1),
c’est-a-dire Vt € [0,1], f((1 —t)a+tb) < (1 —1t)f(a)+tf(b). Donc f est convexe.

- Réciproquement, si f est convexe, alors on montre aisément que g est convexe, donc g”(t) > 0.

Ainsi, en prenant ¢t = 0, on a (v, Hy(a)v) > 0 pour tout v, c’est-a-dire H¢(a) € S; (R).



