TD Oraux (préparation 4 bis, spécifique X-ENS)

1) Déterminer les polynomes P € C[X] tels que P(U) =U,ou U = {z € C| |z| = 1}.

2) a) Soit P(X) € Z[X] un polyndéme unitaire de degré n et a coefficients entiers.

Montrer que si un nombre rationnel r € Q est racine de P, alors r est un entier (c’est-a-dire z € Z).
27

b) Soit p € N*. On pose § = —. Montrer que cosf € Q ssi p € {1,2,3,4,6}.
p

Indication : Montrer que 2 cosf € Z en utilisant a) et une variante de polynoémes bien connus.

3) a) Montrer que N(A) = supyco, (r) tr(AU) est une norme sur M,,(R).

b) Soient A et B € GL,(R) telles que AT A = BT B. Montrer qu’il existe U € O,(R) telle que A = UB.
c) On admet que b) est vraie pour toutes matrices A et B € M,(R) telles que AT A= BT B.

En déduire la propriété de décomposition polaire :

Soit A € M,,(R). Montrer qu'il existe S € S;/(R) et U € O,(R) telle que A =US.

Remarque : Une variante de la preuve est donnée dans l'opus n° 10, question 6).

d) On note Ay, ..., A, les valeurs propres de ATA € S;F(R). Montrer que N(A4) = > VA

e) Comparer N avec M(A) = sup x| =1 [|AX][, ot || || est la norme euclidienne sur R".
4) Montrer que I' : x — 0+°° t*=1 e~ est DSE en tout réel a > 0.

5) Soit f: R" — R (21,2, ..., 2,) — y = f(21, 22, ..., 7,) de classe C2.
— — —
On suppose que f(0)=0et que Vf(0)= 0.
Montrer qu’il existe une sphére de R”*! passant par 0 et située au-dessus du graphe de f.

Recommandation: Commencer & traiter le cas n = 1 : étant donné une fonction f : R — R de classe C? telle que

f(0) = f/(0) = 0, il existe un cercle de R? situé au-dessus du graphe de f.

6) On note F 'ensemble des fonctions réelles bornées et lipchitziennes sur R.

f@) = Fy)

On pose N(f) = SUDPgzeRr ‘f(fl?)‘ + SUPg-£y |A(ﬂ£‘,y)|, avec pour x 7& Y, A(ﬂj,y) = T—y

a) Montrer que F est un R-espace vectoriel et que N est une norme sur F.

b) On pose F le sev des fonctions f € E de classe C1. Montrer que F' est un fermé de E.

7) Soit f :] — r,r[— R une fonction DSE en 0 sur | — r, [, avec r > 0.

Montrer que g : x — exp(f(x)) est DSE au voisinage de 0.



Corrigé

1) (Analyse) Supposons P(U) C U. On a V0 € R, ‘p(eie)‘2

=1, c’est-a-dire P(ew)ﬁ(e_w) - 1.

—1 —.1 A
Donc Vz € U, P(z)P(-) = 1. Or, P(X)P(y) = Bgzi est une fraction, et on a ainsi Vz € U, A(z) = B(z).
z z
—.1
Comme U est infini, les polynémes A et B sont égaux, d’ou Vz € C*, P(z)P(—) = 1.
z

Donc P n’admet aucune racine non nulle, donc est un monéme AX".

(Synthése) Les seules solutions sont donc les P(X) = AX", avec A € C* et n € N*.

2) a) On pose P(X) =Y} _,ap X*, avec a, = 1 et a; € Z. On pose r = g irréductible (et ¢ € N*).
Onad ), arp®q" % = 0 (toute relation entre rationnels revient & une relation entre entiers).
Donc q divise a,p™ = p", et comme pged(p, q¢) = 1, alors ¢ = 1.

b) On a cos(pf) = cos(27) = 1.

Or, 2 cos(pf) = T,(2cos @), ou T}, est un polynéme entier a coefficients dans Z :

il s’agit d’un cousin du polynéme de Tchebychev habituel, mais T}, ici est unitaire et a coeff dans Z.
En effet, on a 2cos((n + 1)8) + cos((n — 1)8) = (2cos)(2 cosnb).

On obtient donc Ty =2, 71 = X et Vn € N*, T,,41 = XT,, — T\,—1. D’ou la propriété par récurrence.
Et on a T),(2cosf) = 2, donc 2cosf est racine d’un polyndme unitaire et a coefficients dans Z.

Donc 2cosf € Z, c’est-a-dire 2cosf € {—2,—1,0, 1,2}, ce qui permet de conclure.

3) a) L’application f : U — tr(AU) est continue sur le compact O, (R), donc est bornée.

Ainsi, N(A) existe (et par les bornes atteintes, il existe U € O,(R) telle que N(A) = tr(AU)).

On vérifie par les propriétés du sup et par linéarité de tr que N(AA) = |A| N(A) et N(A+ B) < N(A) + N(B).
On a aussi N(A) >0, car I, et —I, € Op(R) (et tr A ou tr(—A) est positif).

Il reste a prouver que N(A) = 0 implique A = O,,. Supposons YU € O, (R), tr(AU) = 0.

Donc pour tout B € Vect(O,(R)), tr(AB) = 0, c’est-a-dire AT € Vect(0,,(R))* pour (A, B) = tr(ATB).

Il reste donc a prouver que Vect(O,(R)) = M, (R), c’est-a-dire que V(i, j), E;j € On(R).

1
Or, on a E;; = §(In + Diag(1,...1,—1,1,..,1)) € O,(R).

1 vV]o w|o o, (01 (0 1
EtE12—2<(OIn_2>+<OIn_2>>,0uV—<10)etW—<_10>

On peut aisément généraliser cette relation a E;;, ot 7 # j, en permutant I'ordre des vecteurs de la base.

D’ou le résultat.

b) On pose U = AB~!, et on a bien UTU = (BT)"1ATAB~! = (B")"'BT"BB~! = I,.

c) On considére S € S;F(R) telle que AT A = S? (on applique le th spectral & AT A € S;F(R)).

On a donc ATA = ST, donc par b), il existe U € O, (R) telle que A = US.

d) On a alors pour tout V € O,(R), tr(AV) = tr(USV) = tr(UWTDWYV), avec D = Diag(v/A1, ..., vV An) et on
peut prendre W € O, (R) par le th spectral.

Donc tr(USV) = tr(DWVUWT). Lorsque V décrit O,(R), WVUWT décrit O, (R).

Donc N(A) = supyco, m) tr(AV) = supwco, m) tr(DW).



Or, tr(DW) = 371, \/Ajw; < /A (avec égalité lorsque W = ;). Donc N(A) =377 \/A;
e) On a M(A)? = sup||XH:1(HAXH2) = supj|x=1(X | AT AX) = max Sp(ATA) : cf Haiisdorffien.
Donc M(A) = y/max Sp(5?) = maxi<j<n(}j). On a donc M(A) < N(A) < nM(A).

4) On cherche (uy,)nen telle que pour |z| assez petit, F(a +x) =Yy,

Onal(a+a)= [t terlnt et gt = [ :o% (lnt) ta=le=t dt.
n
x
Posons u,, = 0+°° Int|™ to=le~t dt. 1l s’agit de prouver que >/ unq converge pour |x| assez petit.
n!

On a f1+oo |h’1t|n ta—le_t dt < flJrOO tn+a—1e_t dt < F(’I’L =+ (L) (n —|—p)| = O(np nl)7 ol p= LaJ

1 - 1 _ n!
D’autre part, [y [Int[" t* et dt < [; [Int|" t*~t dt = fo to b dt = sy
=" n lz" too, |7]" :
Dot up— = O | n? |z[" + =], donc 3, % up—— converge pour |z| < min(1, a).
n! a n!
Autre méthode (plutot déconseillée ici) : On sait par le cours que I' est de classe C™.
oo T (a) . N
On montre que I'(a +z) = > %) ;— " en utilisant I'inégalité de Taylor-Lagrange.
n!
r(k)(a) r™
—1
On a en effet |I'(a+z) — > 77, i ok < |z SUDJ,q-+4] }n" :
On a ‘I‘(n) (a 4+ x)} < [77%Int|™ tete=le=t dt, et on utilise le méme type de majorations que précédemment.

5) - Cas n =1 : un schéma montre que le cercle doit étre situé au-dessus de la droite (Ox).

Donc le cercle cherché a nécessairement une équation de la forme 22 + (y — r)2 = r?

, avec r > 0.
-
L’idée essentielle est de remarquer qu’il existe une parabole passant par 0 et situé au-dessus du graphe de f, ce

qui résulte de I'inégalité de Taylor-Lagrange (ou de la formule Taylor-Young) :
2
1
OnaVa € [~1,1], |f(x) = £(0) —2f'(0)] < T sup(_y ||, Clest-a-dive f(z) < Ma?, ot M = Zsup_y £

Il suffit donc de trouver un cercle passant par 0 et situé au-dessus de la parabole y = Mx2.
On veut donc trouver r tel que 22 + (y — r)? = r? implique z € [~1,1] et y > Ma?2.

1
Or, 22 + (y — r)?2 = r? équivaut a x2 + y? = 2ry, ce qui implique = € [—r,7] et y > 2—:132.
r

1
On peut donc conclure en prenant © = min <2]\4’ 1) .
- Cas général : On utilise les mémes principes.

1
On sait que f(7) = B (Z,u(T)) + o0 (|Z]?), ot u est endomorphisme associé & Hf(ﬁ))

On sait (cf Haiisdorflien) que VZ € R™, (T, u(T)) < u|| 7%, ot p = Sp(Hf(ﬁ)).
On fixe € > 0.
N 1
Il existe donc un voisinage V' = B(ﬁ,a) tel que VT €V, f(z) < M||Z|? oo M = S +e.

1l suffit donc de trouver une sphére passant par 0 et située au-dessus du paraboloide y = M 1z )?
On veut donc trouver 7 tel que || Z]|> + (y — )2 = 72 implique z € [—&,¢] et y > M |7 ||*.

1
Or, H?HQ +(y—7r)? = r? équivaut a H?H2+ (y—7)2 =12 +5y? = 2ry, ce qui implique = € [—r,7] et y > o H?HQ
r
1
On peut donc conclure en prenant r = min <2]\4’ €> > 0.

6)a)Ona0eE.

Comme f est k-lipschitzienne, alors sup,_, |A(z,y)| < k, d’ou P'existence de N(f) € RT.



Si f et g lispchitziennes de rapport k et [, alors f + g est lipschitzienne de rapport max(k, ).

Ona N(f) = 0 = sup,eg [f(@)| =0 = f = 0.

On vérifie aisément que N(Af) = [A| N(f) et N(f 4+ g) < N(f)+ N(g) en utilisant les propriétés de sup.
b) Soit (fy)nen une suite de fonctions de F' de classe C'' convergeant vers f € E.

9(x) —9(y)

r—y
(remarque : en fait, il a égalité, car toute dérivée est limite de pentes).

On note que si g est de classe C!, alors sup,cr |g'] < SUPy2y par I'inégalité des acc finis.

On a limy,— 100 N(f — fn) = 0, donc limy,—, oo SUP,egr |(f — fr)| = 0 et limy oo SUP,4, [(A — Ay)| = 0.
Ainsi, (fn)nen cv unif vers f (donc simplement) et (A,)nen cv unif vers A sur D = {(z,y) € R? | z # y}.

On fixe y et on applique alors le th d’interversion des limites & la suite des fonctions y — A, (z,y) :

On a donc limy_4 4, limy, oo Ap (2, y) et lim, oo limy .y g0 Ay (2, y) existent et sont égales.

Or, limy,— 400 Ap(z,y) = Az, y) et limy_z 20 An(z,y) = f(x). Donc f'(x) existe et f'(x) = limp—4o0 fr, ().
Par ailleurs, on a par I'TAF, sup,_, [(f — f})| < sup,4, [(A — Ap)|[ — 0 lorsque n — +o0.

Ainsi, (f])nen converge uniformémement, donc f’ est continue (cf th du cours). Ainsi, f € F et F est fermé.
Remarque : Pour respecter stricto sensu le programme, il conviendrait de justifier le th d’interversion des limites
par le th de la double limite (sur les séries de fonctions) :

On considére » (A, — A,—_1) au lieu de (Ap)nen, qui converge uniformément (en y), d’ou :

iyt it oo Yop 25 (A (@, y) — Ap—i (@, ) = Lty oo limy e 3002 (An(2,y) — An_i(2,9)).

7) On peut supposer f(0) = 0, car exp(f(z)) = Aexp(f(z) — £(0)), on A = /(0.

Premiére méthode : g est 'unique fonction vérifiant ¢'(z) = f(x)g(z) et g(0) = 1.

On cherche g sous la forme g(z) = 30 b,z

On obtient la CNS : Vn € N, (n+ 1)by1 = Y 1o arbp—k.

On cherche M et p > 0 tel que Vn € N, |b,| < Mp".

On constate que si Vn € N, ZZ:O lak| pk < 1, on peut prouver cette inégalité par récurrence forte.
Or, par continuité de z — > }_ |ax| 2* en x = 0 et sachant que ag = 0, on est stir que p existe.

On obtient donc finalement Vn € N, |b,| < Mp™.

1
Donc z +— Z+°° bpax™ définit bien une solution de rayon R > — > 0. Donc g est bien DSE en 0.

k
x x
Seconde méthode : g(z) = S 20 f(k') Par produit de Cauchy, f(k) est DSE sur | — r, 7.
k
On pose j? =Y +% a, 2™ On a ainsi g(x) = > 425 S0 a,, 2"
Si on peut appliquer Fubini, on peut conclure car g(x) = :Lr 0 CnT", avec cp, = leg) Q-

1l suffit donc de prouver que pour |z| assez petit, > /20 3" |a,, | |2|" < +o0.

Posons f(z) = 20 |an| 2™, définie aussi pour tout x €] — r, 7.
On vérifie aisément que 3720 S0 |a,, k| 2" < 35728 f(| |) , qui est < 400 pour tout x €] —r, 7.
On conclut donc que Fubini s’applique et donc que g(z) = :L“ o Cnx™ sur | —r,r[.

Donc g est DSE en 0 sur | — r,r[ (ce résultat est meilleur que celui de la premiére preuve).



