
TD Oraux (préparation 4 bis, spéci�que X-ENS)

1) Déterminer les polynômes P 2 C[X] tels que P (U) = U , où U = fz 2 C j jzj = 1g:

2) a) Soit P (X) 2 Z[X] un polynôme unitaire de degré n et à coe¢ cients entiers.

Montrer que si un nombre rationnel r 2 Q est racine de P , alors r est un entier (c�est-à-dire z 2 Z).

b) Soit p 2 N�. On pose � = 2�

p
: Montrer que cos � 2 Q ssi p 2 f1; 2; 3; 4; 6g:

Indication : Montrer que 2 cos � 2 Z en utilisant a) et une variante de polynômes bien connus.

3) a) Montrer que N(A) = supU2On(R) tr(AU) est une norme surMn(R).

b) Soient A et B 2 GLn(R) telles que ATA = BTB: Montrer qu�il existe U 2 On(R) telle que A = UB:

c) On admet que b) est vraie pour toutes matrices A et B 2Mn(R) telles que ATA = BTB:

En déduire la propriété de décomposition polaire :

Soit A 2Mn(R). Montrer qu�il existe S 2 S+n (R) et U 2 On(R) telle que A = US.

Remarque : Une variante de la preuve est donnée dans l�opus no10, question 6).

d) On note �1; :::; �n les valeurs propres de ATA 2 S+n (R). Montrer que N(A) =
Pn
i=1

p
�i:

e) Comparer N avec M(A) = supkXk=1 kAXk, où k k est la norme euclidienne sur Rn.

4) Montrer que � : x 7�!
R +1
0 tx�1 e�t est DSE en tout réel a > 0:

5) Soit f : Rn ! R (x1; x2; :::; xn) 7�! y = f(x1; x2; :::; xn) de classe C2.

On suppose que f(
�!
0 ) = 0 et que rf(�!0 ) = �!0 .

Montrer qu�il existe une sphère de Rn+1 passant par �!0 et située au-dessus du graphe de f .

Recommandation: Commencer à traiter le cas n = 1 : étant donné une fonction f : R! R de classe C2 telle que

f(0) = f 0(0) = 0, il existe un cercle de R2 situé au-dessus du graphe de f .

6) On note E l�ensemble des fonctions réelles bornées et lipchitziennes sur R.

On pose N(f) = supx2R jf(x)j+ supx 6=y j�(x; y)j, avec pour x 6= y, �(x; y) =
f(x)� f(y)
x� y .

a) Montrer que E est un R-espace vectoriel et que N est une norme sur E.

b) On pose F le sev des fonctions f 2 E de classe C1: Montrer que F est un fermé de E.

7) Soit f :]� r; r[! R une fonction DSE en 0 sur ]� r; r[, avec r > 0:

Montrer que g : x 7�! exp(f(x)) est DSE au voisinage de 0:



Corrigé

1) (Analyse) Supposons P (U) � U . On a 8� 2 R,
��P (ei�)��2 = 1, c�est-à-dire P (ei�)P (e�i�) = 1:

Donc 8z 2 U , P (z)P (1
z
) = 1: Or, P (X)P (

1

X
) =

A(z)

B(z)
est une fraction, et on a ainsi 8z 2 U , A(z) = B(z):

Comme U est in�ni, les polynômes A et B sont égaux, d�où 8z 2 C�, P (z)P (1
z
) = 1:

Donc P n�admet aucune racine non nulle, donc est un monôme �Xn:

(Synthèse) Les seules solutions sont donc les P (X) = �Xn, avec � 2 C� et n 2 N�:

2) a) On pose P (X) =
Pn
k=0 akX

k, avec an = 1 et ak 2 Z. On pose r =
p

q
irréductible (et q 2 N�).

On a
Pn
k=0 akp

kqn�k = 0 (toute relation entre rationnels revient à une relation entre entiers).

Donc q divise anpn = pn, et comme pgcd(p; q) = 1, alors q = 1.

b) On a cos(p�) = cos(2�) = 1:

Or, 2 cos(p�) = Tp(2 cos �), où Tp est un polynôme entier à coe¢ cients dans Z :

il s�agit d�un cousin du polynôme de Tchebychev habituel, mais Tp ici est unitaire et à coe¤ dans Z.

En e¤et, on a 2 cos((n+ 1)�) + cos((n� 1)�) = (2 cos �)(2 cosn�).

On obtient donc T0 = 2, T1 = X et 8n 2 N�, Tn+1 = XTn � Tn�1: D�où la propriété par récurrence.

Et on a Tn(2 cos �) = 2, donc 2 cos � est racine d�un polynôme unitaire et à coe¢ cients dans Z.

Donc 2 cos � 2 Z, c�est-à-dire 2 cos � 2 f�2;�1; 0; 1; 2g, ce qui permet de conclure.

3) a) L�application f : U ! tr(AU) est continue sur le compact On(R), donc est bornée.

Ainsi, N(A) existe (et par les bornes atteintes, il existe U 2 On(R) telle que N(A) = tr(AU)):

On véri�e par les propriétés du sup et par linéarité de tr que N(�A) = j�jN(A) et N(A+B) � N(A) +N(B).

On a aussi N(A) � 0, car In et �In 2 On(R) (et trA ou tr(�A) est positif).

Il reste à prouver que N(A) = 0 implique A = On. Supposons 8U 2 On(R), tr(AU) = 0:

Donc pour tout B 2 Vect(On(R)), tr(AB) = 0, c�est-à-dire AT 2 Vect(On(R))? pour hA;Bi = tr(ATB).

Il reste donc à prouver que Vect(On(R)) =Mn(R), c�est-à-dire que 8(i; j), Eij 2 On(R):

Or, on a Eii =
1

2
(In +Diag(1; :::1;�1; 1; ::; 1)) 2 On(R).

Et E12 =
1

2

��
V O

O In�2

�
+

�
W O

O In�2

��
, où V =

�
0 1
1 0

�
et W =

�
0 1
�1 0

�
:

On peut aisément généraliser cette relation à Eij , où i 6= j, en permutant l�ordre des vecteurs de la base.

D�où le résultat.

b) On pose U = AB�1, et on a bien UTU = (BT )�1ATAB�1 = (BT )�1BTBB�1 = In:

c) On considère S 2 S+n (R) telle que ATA = S2 (on applique le th spectral à ATA 2 S+n (R)).

On a donc ATA = STS, donc par b), il existe U 2 On(R) telle que A = US:

d) On a alors pour tout V 2 On(R), tr(AV ) = tr(USV ) = tr(UW TDWV ), avec D = Diag(
p
�1; :::;

p
�n) et on

peut prendre W 2 On(R) par le th spectral.

Donc tr(USV ) = tr(DWV UW T ): Lorsque V décrit On(R), WV UW T décrit On(R):

Donc N(A) = supV 2On(R) tr(AV ) = supW2On(R) tr(DW ):



Or, tr(DW ) =
Pn
j=1

p
�jwj �

p
�j (avec égalité lorsque W = In). Donc N(A) =

Pn
j=1

p
�j :

e) On a M(A)2 = supkXk=1(kAXk2) = supkXk=1(X j ATAX) = maxSp(ATA) : cf Haüsdor¢ en.

Donc M(A) =
p
maxSp(S2) = max1�j�n(�j). On a donc M(A) � N(A) � nM(A):

4) On cherche (un)n2N telle que pour jxj assez petit, �(a+ x) =
P+1
n=0 unx

n:

On a �(a+ x) =
R +1
0 ta�1ex ln t e�t dt =

R +1
0

P+1
n=0

xn

n!
(ln t)n ta�1e�t dt:

Posons un =
R +1
0 jln tjn ta�1e�t dt. Il s�agit de prouver que

P+1
n=0 un

jxjn

n!
converge pour jxj assez petit.

On a
R +1
1 jln tjn ta�1e�t dt �

R +1
1 tn+a�1e�t dt � �(n+ a) � (n+ p)! = O(np n!), où p = bac.

D�autre part,
R 1
0 jln tj

n ta�1e�t dt �
R 1
0 jln tj

n ta�1 dt =
n!

an
R 1
0 t

a�1 dt =
n!

an+1
.

D�où un
jxjn

n!
= O

�
np jxjn + jxj

n

an

�
, donc

P+1
n=0 un

jxjn

n!
converge pour jxj < min(1; a).

Autre méthode (plutôt déconseillée ici) : On sait par le cours que � est de classe C1.

On montre que �(a+ x) =
P+1
n=0

�(n)(a)

n!
xn en utilisant l�inégalité de Taylor-Lagrange.

On a en e¤et

������(a+ x)�Pn�1
k=0

�(k)(a)

k!
xk

����� � jxjn sup[a;a+x]

���(n)��
n!

:

On a
���(n)(a+ x)�� � R +10 jln tjn ta+x�1e�t dt, et on utilise le même type de majorations que précédemment.

5) - Cas n = 1 : un schéma montre que le cercle doit être situé au-dessus de la droite (Ox).

Donc le cercle cherché a nécessairement une équation de la forme x2 + (y � r)2 = r2, avec r > 0:

L�idée essentielle est de remarquer qu�il existe une parabole passant par
�!
0 et situé au-dessus du graphe de f , ce

qui résulte de l�inégalité de Taylor-Lagrange (ou de la formule Taylor-Young) :

On a 8x 2 [�1; 1], jf(x)� f(0)� xf 0(0)j � x2

2
sup[�1;1] jf 00j, c�est-à-dire f(x) �Mx2, où M =

1

2
sup[�1;1] jf 00j :

Il su¢ t donc de trouver un cercle passant par
�!
0 et situé au-dessus de la parabole y =Mx2:

On veut donc trouver r tel que x2 + (y � r)2 = r2 implique x 2 [�1; 1] et y �Mx2:

Or, x2 + (y � r)2 = r2 équivaut à x2 + y2 = 2ry, ce qui implique x 2 [�r; r] et y � 1

2r
x2:

On peut donc conclure en prenant r = min
�
1

2M
; 1

�
:

- Cas général : On utilise les mêmes principes.

On sait que f(�!x ) = 1

2
h�!x ; u(�!x )i+ o (k�!x k2), où u est l�endomorphisme associé à Hf (

�!
0 ).

On sait (cf Haüsdor¢ en) que 8�!x 2 Rn, h�!x ; u(�!x )i � � k�!x k2, où � = Sp(Hf (
�!
0 )):

On �xe " > 0.

Il existe donc un voisinage V = B(
�!
0 ; �) tel que 8�!x 2 V , f(x) �M k�!x k2, où M =

1

2
�+ ":

Il su¢ t donc de trouver une sphère passant par
�!
0 et située au-dessus du paraboloïde y =M k�!x k2.

On veut donc trouver r tel que k�!x k2 + (y � r)2 = r2 implique x 2 [�"; "] et y �M k�!x k2 :

Or, k�!x k2+(y� r)2 = r2 équivaut à k�!x k2+(y� r)2 = r2+ y2 = 2ry, ce qui implique x 2 [�r; r] et y � 1

2r
k�!x k2 :

On peut donc conclure en prenant r = min
�
1

2M
; "

�
> 0:

6) a) On a 0 2 E.

Comme f est k-lipschitzienne, alors supx 6=y j�(x; y)j � k, d�où l�existence de N(f) 2 R+:



Si f et g lispchitziennes de rapport k et l, alors f + g est lipschitzienne de rapport max(k; l).

On a N(f) = 0) supx2R jf(x)j = 0) f = 0:

On véri�e aisément que N(�f) = j�jN(f) et N(f + g) � N(f) +N(g) en utilisant les propriétés de sup.

b) Soit (fn)n2N une suite de fonctions de F de classe C1 convergeant vers f 2 E.

On note que si g est de classe C1, alors supx2R jg0j � supx6=y
����g(x)� g(y)x� y

���� par l�inégalité des acc �nis.
(remarque : en fait, il a égalité, car toute dérivée est limite de pentes).

On a limn!+1N(f � fn) = 0, donc limn!+1 supx2R j(f � fn)j = 0 et limn!+1 supx 6=y j(���n)j = 0:

Ainsi, (fn)n2N cv unif vers f (donc simplement) et (�n)n2N cv unif vers � sur D = f(x; y) 2 R2 j x 6= yg.

On �xe y et on applique alors le th d�interversion des limites à la suite des fonctions y 7�! �n(x; y) :

On a donc limy!x;y 6=x limn!+1�n(x; y) et limn!+1 limy!x;y 6=x�n(x; y) existent et sont égales.

Or, limn!+1�n(x; y) = �(x; y) et limy!x;y 6=x�n(x; y) = f 0n(x). Donc f
0(x) existe et f 0(x) = limn!+1 f 0n(x).

Par ailleurs, on a par l�IAF, supx 6=y j(f � f 0n)j � supx 6=y j(���n)j ! 0 lorsque n! +1.

Ainsi, (f 0n)n2N converge uniformémement, donc f
0 est continue (cf th du cours). Ainsi, f 2 F et F est fermé.

Remarque : Pour respecter stricto sensu le programme, il conviendrait de justi�er le th d�interversion des limites

par le th de la double limite (sur les séries de fonctions) :

On considère
P
(�n ��n�1) au lieu de (�n)n2N, qui converge uniformément (en y), d�où :

limy!x;y 6=x limn!+1
P+1
n=1(�n(x; y)��n�1(x; y)) = limn!+1 limy!x;y 6=x

P+1
n=1(�n(x; y)��n�1(x; y)):

7) On peut supposer f(0) = 0, car exp(f(x)) = � exp(f(x)� f(0)), où � = ef(0).

Première méthode : g est l�unique fonction véri�ant g0(x) = f(x)g(x) et g(0) = 1:

On cherche g sous la forme g(x) =
P+1
n=0 bnx

n:

On obtient la CNS : 8n 2 N, (n+ 1)bn+1 =
Pn
k=0 akbn�k:

On cherche M et � > 0 tel que 8n 2 N, jbnj �M�n.

On constate que si 8n 2 N,
Pn
k=0 jakj �k � 1, on peut prouver cette inégalité par récurrence forte.

Or, par continuité de x 7�!
Pn
k=0 jakjxk en x = 0 et sachant que a0 = 0, on est sûr que � existe.

On obtient donc �nalement 8n 2 N, jbnj �M�n.

Donc x 7�!
P+1
n=0 bnx

n dé�nit bien une solution de rayon R � 1

�
> 0. Donc g est bien DSE en 0:

Seconde méthode : g(x) =
P+1
k=0

f(x)k

k!
: Par produit de Cauchy,

f(x)k

k!
est DSE sur ]� r; r[.

On pose
f(x)k

k!
=
P+1
n=0 an;kx

n. On a ainsi g(x) =
P+1
k=0

P+1
n=0 an;kx

n.

Si on peut appliquer Fubini, on peut conclure car g(x) =
P+1
n=0 cnx

n, avec cn =
P+1
k=0 an;k.

Il su¢ t donc de prouver que pour jxj assez petit,
P+1
k=0

P+1
n=0 jan;kj jxj

n < +1.

Posons bf(x) =P+1
n=0 janjxn, dé�nie aussi pour tout x 2]� r; r[.

On véri�e aisément que
P+1
k=0

P+1
n=0 jan;kj jxj

n �
P+1
k=0

bf(jxj)k
k!

, qui est < +1 pour tout x 2]� r; r[.

On conclut donc que Fubini s�applique et donc que g(x) =
P+1
n=0 cnx

n sur ]� r; r[.

Donc g est DSE en 0 sur ]� r; r[ (ce résultat est meilleur que celui de la première preuve).


