TD Oraux (préparation 1)
1) Soit A € M,,(C) diagonalisable. Les questions suivantes sont indépendantes

a) On considere u : My (R) — M, (R) définie par u (M) = AM. Montrer que u est diagonalisable.
b) On considere v : M, (R) — M,,(R) définie par v (M) = AMA.

Montrer que v est diagonalisable et expliciter x,,.

¢) On considére w : M, (R) — M,(R) définie par w (M) = AMAT.

Montrer que w est diagonalisable et que tr(w) = (tr A4)2.

Indications : a) On peut utiliser les polynémes annulateurs.

b) On ne peut pas utiliser la méthode du a). Mais on va se ramener au cas ou A est diagonale :

on prend v : L(R") — L(R™) m —— aomoa et une base B telle que Matg a = D = Diag(A1, .., An).
Noter alors que si Matgm = Ejj, alors Matg v(m) = \A; Eyj .

c¢) Les méthodes de a) et b) ne fonctionnent pas.

Considérer (X1, ..., X;,) base de vecteurs propres de A, et noter que w(XiX]T) = )\i)\inX]T.

2) On considére un graphe aléatoire de n sommets, ou chaque aréte existe avec une probabilité p.
On note N le nombre de triangles (i, j, k) inscrit dans le graphe, ou 1 <1i < j < k < n.
a) b) Calculer E(N) et V(N).
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c) Montrer qu’il existe A € R tel que Ve > 0, P(’N - )\n3} >end) = 0100 () .
n

3) Soit f : [0, +00[— [0, +o0[ de classe C™ et bornée. On suppose 3p € N, fP)(0) # 0.
On pose YA > 0, ¢(A) = sup,>o(f(x) exp(—Az)). Déterminer un équivalent de ¢()) lorsque A — +-oc.

Conseil : Traiter d’abord le cas o f(0) > 0.

Corrigé

1) a) On a Vk € N, u*(M) = A*M, donc VP € C[X], P(u)(M) = P(A)M.

Il existe P scindé a racines simples tel que P(A) = O,,. Donc P(u) = 0. Donc u est diagonalisable.

Autre solution : On a AM = AM ssi Vj, AM; = AM;.

Donc Ker(u — A1d) est le sev des matrices M dont les n vecteurs colonnes appartiennent a Ker(A — AI,,).
On en déduit que dim Ker(u — AId) = ndim Ker(A — \1,,).

On en déduit que Y, dimKer(u — AId) = n? ssi Y, dim Ker(A — AI,) = n.

Donc u est diagonalisable ssi A est diagonalisable.

b) On a Matgv(m) = D (Matgm) D. Considérons m;; € L(R") telle que Matgm;; = Ej;.



Donc Matgv(m;;) = DE;;D = AN\ E;;. Les m;; forment donc une base de vecteurs propres de L(R").

Donc v est diagonalisable, et x,,(X) = [[; ;(X — Ai})).
Remarque : En appliquant cette méthode a a), on a Matg v(m;;) = Aim;j, donc x,(X) = x4(X)".

c) Remarque : Dans tous les cas, on a w(E;j) = AE; ETAT AiA;-F = a;a; E;; + ...,

done tr(u) =37, s aa; = (327, ai;)’ = (tr A)2.

Il existe une base (X1, ..., X;) une base de diagonalisation de A. On a w(XiX]T) = )\i)\inXjT.
De plus, les XiXT forment une base de M,,(R), donc est une base de M, (R).

En effet, supposons Z 0 X X = 0. Comme (X1, ..., X,,) libre, on obtient Vi, > "

T
j=1 Ozinj = 0.

Done Vi, 30 aijX; = 0, d’ou ¥(i, j), a;; = 0.
Donc w diagonalisable et trw =3, - \idj = (327 Ai )2,

2) a) On numérote les sommets de 1 a4 n. On note X;; la .v.a de Bernoulli associée a I'aréte (i, 7).
On note Z;j; = X;j XixXji la v.a. associée au tirangle (i, j, k), ou 4, j, k distincts. On a Z;;;, de loi B(p?).
Ona N =232y Lijk triangle = 2 i< jok Xij Xk Xjk. Done E(N) =3 B(Xij Xiw Xjk)-

Donc E(N) = p*(3).

b) On a V(Z;jx) = p3(1 — p?) et Cov(Zijk, Zirjir) = 0 si (4,4, k) et (¢/,5', k') n’ont pas d’aréte commune.
Sinon, on a COV(Zijk, Zijl) = E(XinikakXilXﬂ) — E(Xinikak)E(XinilXﬂ) = p5 — p6.
Iy a (3) % (n—2)(n — 3) couples de triangles distncts ayant une aréte commune.

Donc V(N) = (3) x p*(1 = p?) + (5) x (n — 2)(n — 3) x (p° — p°) = O(n?).
E((N — Mn?)?

c) On a P(|N — /\n3‘ >end) = P((N — Mn?)? > &2nf) < 3,6
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On a E((N — An?)?) = V(N) + (E(N) — M3)2. On a E(N) ~ % On prend |\ = % .

n3
On a donc V(N) + (E(N) — An?)? = O400(n?) + O4os(n®) = Opoo(n®), car (3) — i O 400(n).

3) On peut conjecturer que lim,_, 4+ ¢(A) = f(0). On peut donc déja considérer le cas f(0) > 0.
Premier cas : f(0) > 0. Posons M =sup f. On a f(0) < p(\) < M.

Soit € > 0. On va montrer que ¢(\) < f(0) + & pour A assez grand.

Or, il existe a > 0 tel que Vo € [0,4a], f(z) < f(0) + ¢, donc supxe[oya](f(x)e_)‘m) < f(0) +e.

On en déduit que ¢(\) < max(f(0) + ¢, Me™*) = f(0) + & pour A assez grand.

P
Cas général : On considere p = min{k | f(#)(0) # 0}. On a f(z) ~ g(z) = .
Y F®)(0) _
- On va montrer que ¢(A) ~ ¥(A) = sup,>o(g(z)e ") = =—— sup,>o(yPe ).
> ! >
1 K (p)
Ce qui permettra de conclure car Supzzo(mf”e—)‘x) =3 pPe P d’ou P(\) = P ou K = f p'(()) pPe P,

- Soit € €]0,1[. Il existe a > 0 tel que Vz € [0,a], (1 —¢)g(x) < f(z) < (14 ¢)g(z).

Donc (1 — &) sup,e(o o (9(x)e ) < suPsefo o (f(2)e ) < (1 +€) supyefo o (9(2)e*) < (1 +)p(N).
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Dot ¢(\) < max((1+ &)p(N), Me ) = (1 +£)1p(\) pour A assez grand, car e = 0 <)\p> .
D’autre part, supxe[O,a](f(x)e_M) > (1 =) sup,ejoq) (g(z)e ).
On vérifie aisément (par étude de fonction) que sup,cpo g (g(x)e=) = 9(\) pour \ assez grand.

On a donc ¢(A) > (1 —e)y(N) pour \ assez grand.

On en conclut que pour A assez grand, (1 —e)y(A) < p(A) < (14 e)(A).



