’ TD Oraux n°5 ‘

0) Soit B = (eq, €3, ...,€,) une base de E.

Expliciter une base (m;;)1<i<n,1<j<n de L(E) telle que

V(i) € [1,n]%,Vk € [L,n], myjer) = 6jpei

—

c’est-a-dire m;j(e;) = e; et Vk # j, mij(ex) = 0.
1) (&) (extrait Mines) Soit A € My, (K). On consideére f : My, (K) — My, (K) M +—— AM.

a) Calculer f(E;;). Indication : On pourra commencer par écrire A = Zk,l ar Er.
A ‘ O, ‘ On

b) En déduire qu’il existe une base B de M,,(K) telle que Matg f = | o, | -. ‘ 0, | € Mn2(K).
Oy, ‘ On ‘ A

2) (Mines) Soient A € M32(R) et B € Ma3(R) telles que (AB)? = AB et rg AB = 2.

Déterminer rg A et rg B, et montrer que BA = Is.

3) () (X) Lemme de factorisation
Soient u € L(E, F) et w € L(E,G) Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) Keru C Kerw

(ii) Il existe v € L(F,G) telle que w =vou

Remarque : Pour prouver (i) = (ii), une méthode possible consiste a considérer une base B de E et une base C

de F telle que Matg ¢ = < g (O) >, ou M € GL,(K) inversible (cf cours).

4) (%) Soient (fi,..., fn) une famille de fonctions de R dans R.
Rappel : det <Ol‘%> = adet IV, donc la matrice est inversible si NV inversible et o non nul.

fj(xn)

a) Soit Tn € R tel que fn(xn) 7& 0. Pour tout ] € [[l,n — 1], on pose g; = f] — )\]fny ou )\] = f ( )
n{Tn

Montrer que (f1, fo, ..., fn) est libre ssi (g1, ..., gn—1) est libre.

b) Montrer (par récurrence sur n) que les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) (f1,---, fn) est libre

(ii) il existe (331, ,ﬂ?n) € R"” tel que M = (fj(ﬂfi))lgigmlgjgn S GLn(]R)

TD Oraux. Corrigé

0) La condition mj(er) = 0jke; équivaut & Matg m;; = Ej;.
Comme ¢ : u —— Matgu est un isomorphisme de L(F) sur M, (K), il suffit donc de prendre pour m;;
'endomorphisme de E tel que p(m;;) = E;j, c’est-a-dire m;; = ¢~ 1(E;j).

1

Comme I'image d’une base par ¢~ " est une base, (m;;)i<i<n,i<j<n €st bien une base de L(E).

1) a) On a f(Eij) = MEj; =31 amBEnEij = 375 amdiiBry = 25 akiEy;.

1’)\ OH e r)la,ce da,ns 1?1 base B = (En%(;(h L] (Em% | (E;QM ) ) (Emh(;/m.



Comme rg(AB) < min(rg A4, rg B), alors rg A = rg B = 2.

Donc A est injective et B surjective. Or, on a A(BA)B = AB.

Comme A est injective, alors (BA)B = B, car AX = AY implique X =Y.

Comme B est surjective, alors BA = I, car VX € R3, (BA)(BX) = (BX) et BX décrit R?.

3) (ii) = (i) : Si w =wvow, alors Keru C Kerw : en effet, u(z) = 0 implique v(u(z)) = 0.
(i) = (ii) : Supposons Keru C Kerw.

Premiére méthode (matricielle) :

On considére une base B adaptée & E = S ® Keru, et une base C adaptée & F =Imu @ T.

On considére aussi une base D de G.

On a donc Matgcu = ( ]g/[ g ), avec M € GL,(K) inversible.

On pose Matcvpv:( A ‘ B ) et on a aussi Matlg,pw:( N ‘ 0 ), car Keru C Kerw.

Le probléme se raméne donc & chercher ( A ‘ B ) telle que ( A ‘ B ) (%‘%) = ( N ‘ O )

On obtient uniquement AM = N, c’est-a-dire A = M 1N, et B est arbitraire. Donc v existe.

Seconde méthode : On considére une base B = (eq, ..., €, €r41, ..., €,) adaptée & F = S @ Ker u.

On a (u(e1),...,u(e,)) base de Imu, qu’on compléte en une base (u(ey),...,u(e,), fi,..., fp) de F.

On définit alors Vj € [1,r], v(u(ej)) = w(e;), et on définit v(f;) de facon arbitraire.

On vérifie alors que Vj € [1,n], v(u(e;)) = w(e;), car pour j >, u(e;) = w(e;j) = 0.

Deux applications linéaires qui coincident sur une base sont égales, donc v o u = w.

4) a) Par transvection, rg(f1, fo, .-, fn) = 18(f1 — M S, s fam1 — An—1fns fn) = 18(91, 92, - g1, fn)-
Ainsi, (f1, fa, ..., fn) est libre ssi (g1, 92, ..., gn—1, fn) est libre.

On a f,, ¢ Vect(g1,...,gn—1), car fp(xzy) =0 et Vj <n, g;(x,) = 0.

Or, une famille est libre ssi aucun vecteur n’est combinaison linéaires des précédents.

On en déduit que (g1, 92, - gn—1, fn) est libre ssi (g1, g2, ..., gn—1) est libre.

b) Montrons (ii) = (i) : Supposons M = (f;(z;))i<i<n,1<j<n € GL,(R).
Soit (A1, ..., An) € R™ tel que 3771 A f; = 0, c'est-a-dire Vo € R, 377 A f;(z) = 0.
A1
En prenant la valeur en chaque x;, on obtient le systéme linéaire M X = 0, avec X = :
An
Comme M est inversible, alors X = 0, c’est-a-dire (A1, ..., A\p) = (0, ...,0).
Montrons (i) = (ii) : On raisonne par récurrence sur n.
La propriété est immédiate pour n = 1, car : (f1) libre ssi fi non nulle, donc ssi 31, f(z1) # 0.

Supposons que (f1, ..., fn) est libre, avec n > 2.

A fortiori, f,, n’est pas nulle, donc il existe z,, tel que f,(z,) # 0.

On considere alors g, = fr et Vj <n—1, gj = fj — Ajfn, ol Aj = fj((wn)) OnaVj<n-1, gj(z,) =0.
n CU?’L
Par hypothése de récurrence, il existe (21, ..., 2n—1) tels que N = (gj(2;))1<i<n—1,1<j<n—1 € GLp—1(R).
N | % . .
Donc (gj(x;))1<i<n—1,1<j<n—1 = ( ) est inversible, car f,(x,) # 0.
0 | fulzn)
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