
TD Oraux no5

0) Soit B = (e1; e2; :::; en) une base de E.

Expliciter une base (mij)1�i�n;1�j�n de L(E) telle que

8(i; j) 2 [[1; n]]2;8k 2 [[1; n]], mij(ek) = �jkei

c�est-à-dire mij(ej) = ei et 8k 6= j, mij(ek) =
�!
0 :

1) (|) (extrait Mines) Soit A 2Mn(K). On considère f :Mn(K)!Mn(K) M 7�! AM:

a) Calculer f(Eij). Indication : On pourra commencer par écrire A =
P
k;l aklEkl:

b) En déduire qu�il existe une base B deMn(K) telle que MatB f =

0B@ A On On

On
. . . On

On On A

1CA 2Mn2(K).

2) (Mines) Soient A 2M3;2(R) et B 2M2;3(R) telles que (AB)2 = AB et rgAB = 2:

Déterminer rgA et rgB, et montrer que BA = I2:

3) (|) (X ) Lemme de factorisation

Soient u 2 L(E;F ) et w 2 L(E;G) Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) Keru � Kerw

(ii) Il existe v 2 L(F;G) telle que w = v � u

Remarque : Pour prouver (i) =) (ii), une méthode possible consiste à considérer une base B de E et une base C

de F telle que MatB;C =
�
M O

O O

�
, où M 2 GLr(K) inversible (cf cours).

4) (F) Soient (f1; :::; fn) une famille de fonctions de R dans R.

Rappel : det
�
N �
0 �

�
= � detN , donc la matrice est inversible si N inversible et � non nul.

a) Soit xn 2 R tel que fn(xn) 6= 0. Pour tout j 2 [[1; n� 1]], on pose gj = fj � �jfn, où �j =
fj(xn)

fn(xn)
.

Montrer que (f1; f2; :::; fn) est libre ssi (g1; :::; gn�1) est libre.

b) Montrer (par récurrence sur n) que les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) (f1; :::; fn) est libre

(ii) il existe (x1; :::; xn) 2 Rn tel que M = (fj(xi))1�i�n;1�j�n 2 GLn(R)

TD Oraux. Corrigé

0) La condition mij(ek) = �jkei équivaut à MatBmij = Eij .

Comme ' : u 7�! MatB u est un isomorphisme de L(E) sur Mn(K), il su¢ t donc de prendre pour mij

l�endomorphisme de E tel que '(mij) = Eij , c�est-à-dire mij = '
�1(Eij).

Comme l�image d�une base par '�1 est une base, (mij)1�i�n;1�j�n est bien une base de L(E).

1) a) On a f(Eij) =MEij =
P
k;l aklEklEij =

P
k;l akl�liEkj =

Pn
k=1 akiEkj :

b) On se place dans la base B = (Ei1)1�i�n [ (Ei2)1�i�n [ (Ei3)1�i�n [ ::: [ (Ein)1�i�n.

2) Comme A 2M3;2(R) et B 2M2;3(R), alors rgA � min(2; 3) = 2 et de même rgB � 2.



Comme rg(AB) � min(rgA; rgB), alors rgA = rgB = 2.

Donc A est injective et B surjective. Or, on a A(BA)B = AB.

Comme A est injective, alors (BA)B = B, car AX = AY implique X = Y .

Comme B est surjective, alors BA = I2, car 8X 2 R3, (BA)(BX) = (BX) et BX décrit R2.

3) (ii) =) (i) : Si w = v � u, alors Keru � Kerw : en e¤et, u(x) = 0 implique v(u(x)) = 0.

(i) =) (ii) : Supposons Keru � Kerw.

Première méthode (matricielle) :

On considére une base B adaptée à E = S �Keru, et une base C adaptée à F = Imu� T .

On considère aussi une base D de G.

On a donc MatB;C u =
�
M O

O O

�
, avec M 2 GLr(K) inversible.

On pose MatC;D v =
�
A B

�
et on a aussi MatB;D w =

�
N O

�
, car Keru � Kerw:

Le problème se ramène donc à chercher
�
A B

�
telle que

�
A B

�� M O

O O

�
=
�
N O

�
:

On obtient uniquement AM = N , c�est-à-dire A =M�1N , et B est arbitraire. Donc v existe.

Seconde méthode : On considère une base B = (e1; :::; er; er+1; :::; en) adaptée à E = S �Keru:

On a (u(e1); :::; u(er)) base de Imu, qu�on complète en une base (u(e1); :::; u(er); f1; :::; fp) de F .

On dé�nit alors 8j 2 [[1; r]], v(u(ej)) = w(ej), et on dé�nit v(fj) de façon arbitraire.

On véri�e alors que 8j 2 [[1; n]], v(u(ej)) = w(ej), car pour j > r, u(ej) = w(ej) = 0:

Deux applications linéaires qui coïncident sur une base sont égales, donc v � u = w:

4) a) Par transvection, rg(f1; f2; :::; fn) = rg(f1 � �1fn; :::; fn�1 � �n�1fn; fn) = rg(g1; g2; :::; gn�1; fn):

Ainsi, (f1; f2; :::; fn) est libre ssi (g1; g2; :::; gn�1; fn) est libre.

On a fn =2 Vect(g1; :::; gn�1), car fn(xn) = 0 et 8j < n, gj(xn) = 0:

Or, une famille est libre ssi aucun vecteur n�est combinaison linéaires des précédents.

On en déduit que (g1; g2; :::; gn�1; fn) est libre ssi (g1; g2; :::; gn�1) est libre.

b) Montrons (ii) ) (i) : Supposons M = (fj(xi))1�i�n;1�j�n 2 GLn(R).

Soit (�1; :::; �n) 2 Rn tel que
Pn
j=1 �jfj = 0, c�est-à-dire 8x 2 R,

Pn
j=1 �jfj(x) = 0.

En prenant la valeur en chaque xi, on obtient le système linéaire MX = 0, avec X =

0B@ �1
...
�n

1CA :
Comme M est inversible, alors X = 0, c�est-à-dire (�1; :::; �n) = (0; :::; 0).

Montrons (i) ) (ii) : On raisonne par récurrence sur n.

La propriété est immédiate pour n = 1, car : (f1) libre ssi f1 non nulle, donc ssi 9x1, f(x1) 6= 0:

Supposons que (f1; :::; fn) est libre, avec n � 2.

A fortiori, fn n�est pas nulle, donc il existe xn tel que fn(xn) 6= 0:

On considère alors gn = fn et 8j � n� 1, gj = fj � �jfn, où �j =
fj(xn)

fn(xn)
. On a 8j � n� 1, gj(xn) = 0:

Par hypothèse de récurrence, il existe (x1; :::; xn�1) tels que N = (gj(xj))1�i�n�1;1�j�n�1 2 GLn�1(R).

Donc (gj(xj))1�i�n�1;1�j�n�1 =
�
N �
0 fn(xn)

�
est inversible, car fn(xn) 6= 0.

On passe à (fi(xj))1�i�n;1�i�n en ajoutant, pour 2 � i � n, à la i-ième ligne la première multipliée par �i.

On obtient (par transvections) une matrice de même rang, donc inversible.


