’ TD Oraux n°4 ‘

1) (Centrale) Soit f: N — C. On pose

converge absolument

f(n)

n

E = SER\Zf(Z)converge et F= S€R|Z
n

n>1 n>1
On définit o.(f) =inf E (si E =0, o.(f) =400 ;81 E =R, 0.(f) = —00 ) et o4(f) = inf F.
(="

a) Déterminer o.(f) et 04(f) dans les deux cas : (i) f(n) = o~ ; (ii) f(n) = - oureR.

NI

b) Montrer que : o.(f) < o4(f), et que cette inégalité est optimale.
c) Montrer que o4(f) < o.(f) + 1, et que ces inégalités sont optimales.

2) (Mines) Soit a > 0.

exp(—up)
ne

Etudier la convergence de la suite (uy)nen définie par ug = 1 et upt1 = uy +
3) (Centrale) On consideére (uy,)nen définie par ug > 0 et Vn € N, up1 = /0 + .
Montrer que u, = v/n + % + 0400 (1) lorsque n tend vers +oo.

4) (X) Soit (vp)nen une suite réelle bornée.

1 1
On suppose limy,— 40 <vn+1 — 2vn> =35 Montrer que (v, )pen converge vers 1.

5) (extraits écrit X 2022 et oral X 2024)

Soit f :[0,1] — [0,1]. Montrer que f admet un point fixe dans chacun des trois cas suivants :
a) f est continue

b) f est croissante

c) () f est continue par morceaux et il existe g continue telle que f + g est croissante.

Enoncés supplémentaires

6) On note In le logarithme népérien et log le logarithme en base 2.

(—1)lleen]

a) Montrer que la série ) diverge.

b) Soit f : [1,+0o[— R de classe C*. Montrer que ¥n € N*,

o) = [ ] < [T e

sin(Inn)

c) (X) (%) Montrer que la série ) diverge.

1
7) (X) (%) Soit (un)nen+ une suite réelle positive telle que Vn € N*, w11 — up < —.
n

Montrer que (uy,)pen+ converge.



TD Oraux n°4. Corrigé

1 1
1) a) (i) fsz) = o = O <n2>’ donc converge absolument dans tous les cas et o.(f) = 04(f) = +o0.
—1)»
(ii) !/ T(ZZ) = (nH)s et la série converge anl f:sl) ssi 7+ s > 0 et converge absolument ssi 7 + s > 1.

Donc o.(f) = —r et o,(f) =1—r.

b) On a F C E (car cv absolue implique cv), donc inf E < inf F', ¢’est-a-dire o.(f) < o4(f).

- Pour loptimalité, il suffit de prendre f(n) € RT, par exemple f(n) =1: on a o.(f) = ga(f) = 1.
c) Si ) a, converge et si Y b, converge absolument, alors ) a,b, converge absolument.

En effet, lim,, 1o an, = 0 et de ce fait, apb, = O(by,).

f(n)

T b=
Ainsi, si s € E, alors s+ 1+¢ € F,donc E C (F —(1+4¢)),dou o,(f) — (1 +¢) < oaa(f)-
Donc 04(f) < oc(f) + 1+ € pour tout € > 0. D’ott 04(f) < oc(f) + 1 en faisant tendre € vers 0.

avec € > 0.

On prend ici a,, =

- Pour l'optimalité, on considére f(n) = (—1)" : on a bien o.(f) =0 et o,(f) = 1.

2) La suite (up)nen est croissante. Donc (uy,)nen converge ou tend vers +oo.

A

- Si (un)nen converge, alors A = lim, 400 up, > 0, d’0U Upy1 — Uy ~ —.
n

Comme (up)nen converge, la série > (un4+1 — uy) converge, donc on a nécéssairement o > 1.

- Réciproquement, si o > 1, alors up11 — u, < nia Donc > (un4+1 — uy) converge, et ainsi (up)nen converge.
3) On procede par évaluations successives de plus en plus fines : un DA de u,, donne un DA de uy41.

-On a /x <1+, donc uyr1 < 1+ n+ uy, done u, = O(n?). Donc upi1 = /n + u, = O(n).

- Donc u,, = O(n). Et upt1 = v/n+ u, = O(y/n). Ainsi, u,, = O(y/n) et a fortiori u, = o (n).

- Do Upy1 = I+ Uy =/ T+0(1) = yn(l+o0(1) =/n+o(vn), cest-a-dire un41 ~ /1.

Comme /n — 1 ~ y/n, alors u, ~ y/n. c’est-a-dire u, = /n + o0 (y/n).
-Doncum_l:\/m:\/ﬁ(l—i—ﬁ—i—o (ﬁ))w:\/ﬁ@ 2f—|—0 <7)> v+t +o(1).
Comme vn—1=+n+o(l),alorsu, =vn—1+3+0 (1)=yn+3+0(1).

- Remarque : On pourrait naturellement poursuivre le DA.

1
—Wy, .

1
4) En posant w, = v, — 1, on a lim,,_, 4 <wn+1 — an> = 0. On pose uy = Wpy1 — 5

1 1
o W0 = Un— 1+2un 2+4un 2+ . +2n1

Via une preuve de type Cesaro (pincement avec €), on obtient lim,_, oo wy, =0 :

On a par télescopages : wy, —

Soit € > 0. Pour k > p assez grand, |ug| < e.
1 1 1 1 1 1
On obtient alors |w,| < 2n|w0|+5<1—|——|—+...+ ) + >0 2F |uy §25+O<2n> .

2 4 n—p n
Donc pour n assez grand, |w,| < 3e. Comme ¢ est arbitraire, lim,,_, 4o w, = 0.

5) (extrait écrit X 2022 et oral X 2024)
a) On applique le TVI & g(x) = f(x) — 2. On a g continue et g(0) > 0 et g(1) < 0.

b) On considére A =sup A, ou A = {z € [0,1] | f(z) > x}, qui existe car 0 € A.
-On a f(A) < X: immédiat si A = 1, et sinon, pour tout x > A, f(z) < z.

On conclut par limite a droite : f(A) <limg_) poa f(2) <limgy zonz = A



-Ona f(A) > XA: Immédiat si A € A, et sinon \ est limite par défaut d’une suite d’éléments de A : on a f(a,) > ay

et lim,— 100 ap = A7, et on conclut par limite & gauche.

c¢) Le raisonnement du b) convient, car f admet aussi des limites & droite et & gauche en tout point :
Comme f + g est croissante, on a (f + ¢)(A) < limg_x zx(f + 9)(2).
Comme g est continue, on a g(\) = lim,_,» ;<) g(z). On en déduit f(A) <limy .y, f(2).
De méme, on a lim,_» 4« f(z) < f(A).
(—1)llogk]
? )
Pour 2 < k < 21, on a (~1)1%8*) = (~1)7, donc 337, ay = <—1>p . %

1
p+1_1 1 2P+ —2F
Comme ) 2:2,, !

6) a) Posons S(n) = Y7=1 ag, ot ay =

1

— - = +1

2 T g alors ’S (2r 21’)}

Or, si (Sp)nen convergeait, on aurait limy, 4o (S(2p+1) S(2p)) = 0. Donc la série diverge.
b) On peut déduire la propriété de la formule de Taylor-Lagrange.

Preuve directe par IPP : fn+1 f@W)ydt=[n—-1+1) f(t)]Z"'1 - f:H(n —1+1t) f'(t) dt

Donc |f(n) — [ f(t dt‘ < M —14t) [f)] dt < [T @) dt, car 0<m— 141 <1
in(In k
c¢) On pose S, =Y p_; ag, ou a = sm(kn)

Premiére preuve :
sin(Int)
t

On a | () — [0 £0) di] < [ 17/0) |dt = O (;) .

Donc la série (f(n) - f:—H f(t) dt) converge. Or, [/ f(t) dt = []" Sm( 2 dt = [cos(Int)]T.

On peut montrer que la suite (cos(Inn)),en+ diverge. On en dedult que (Sn)neN* diverge.

On utilise b), avec f(t) =

. On vérifie que f'(t) = O400 <tl2) .

Seconde preuve :

1
On va utiliser le fait qu’il existe de grandes séries de nombres de termes consécutifs a; > %

27
Soit p € N. On considere A, = {k e N* \ +2pr <Ilnk < 3 + 2p7r}

card A, card A,

1
Pour k S Ap, on a Sin(ln k) Z sin (g) = 5, d’Ofl af Z ﬁ’ et ainsi ZHEA ap = m nEA ap = m

2
Or, card A, > <exp (; + 2p7r> — exp <% + 2p7r> — 1) ~ (>3 — em/3) exp (2pm).
Et max A, ~ e?™/3 exp (2pm) . Donc il existe p > 0 tel que pour tout p assez grand, ZneAp ap > .
Donc a fortiori (Zne A, ak> N ne converge pas vers 0 lorsque p tend vers +oo.
pe

Or, si (Sp)nen convergeait, on aurait limy, o ZnEAP ap = 0, car ZnEAP ar, = Smax A, — S(min A,)—1-

2

1
7) On peut noter d’abord que (uy,)nen+ est majorée, car u, < uj + Zk 172 = <wu+ F

ap sia, >0 {—ansiango

Posons a, = Upy1 — Up et af = { et a, =

0 sinon 0 sinon

On a donc up1 = u1 + Y pq(ag)™ — > 5y (ag)".

1 2
De plus, par hypothese, (a,)* < —. Donc Y (ax)" <
n

m
=

2
Comme up41 > 0, alors > (ar)” <wur+ > oy (ar)™ <ug + %, et ainsi > _(a,)~ converge.

Ainsi, ) aj converge comme somme de deux séries convergentes. Donc la suite (uy,)nen converge.



