
TD Oraux no4

1) (Centrale) Soit f : N �! C. On pose

E =

8<:s 2 R jX
n�1

f(n)

ns
converge

9=; et F =

8<:s 2 R jX
n�1

f(n)

ns
converge absolument

9=;
On dé�nit �c(f) = inf E (si E = ;, �c(f) = +1 ; si E = R, �c(f) = �1 ) et �a(f) = inf F .

a) Déterminer �c(f) et �a(f) dans les deux cas : (i) f(n) =
1

2n
; (ii) f(n) =

(�1)n
nr

où r 2 R:

b) Montrer que : �c(f) � �a(f), et que cette inégalité est optimale.

c) Montrer que �a(f) � �c(f) + 1, et que ces inégalités sont optimales.

2) (Mines) Soit � � 0.

Étudier la convergence de la suite (un)n2N dé�nie par u0 = 1 et un+1 = un +
exp(�un)

n�
:

3) (Centrale) On considère (un)n2N dé�nie par u0 � 0 et 8n 2 N, un+1 =
p
n+ un:

Montrer que un =
p
n+

1

2
+ o+1 (1) lorsque n tend vers +1:

4) (X ) Soit (vn)n2N une suite réelle bornée.

On suppose limn!+1

�
vn+1 �

1

2
vn

�
=
1

2
. Montrer que (vn)n2N converge vers 1:

5) (extraits écrit X 2022 et oral X 2024 )

Soit f : [0; 1]! [0; 1]. Montrer que f admet un point �xe dans chacun des trois cas suivants :

a) f est continue

b) f est croissante

c) (F) f est continue par morceaux et il existe g continue telle que f + g est croissante.

Énoncés supplémentaires

6) On note ln le logarithme népérien et log le logarithme en base 2.

a) Montrer que la série
P (�1)blognc

n
diverge.

b) Soit f : [1;+1[! R de classe C1. Montrer que 8n 2 N�,
���f(n)� R n+1n f(t) dt

��� � R n+1n jf 0(t)j dt:

c) (X ) (F) Montrer que la série
P sin(lnn)

n
diverge.

7) (X ) (F) Soit (un)n2N� une suite réelle positive telle que 8n 2 N�, un+1 � un �
1

n2
:

Montrer que (un)n2N� converge.



TD Oraux no4. Corrigé

1) a) (i)
f(n)

ns
=

1

ns2n
= O

�
1

n2

�
, donc converge absolument dans tous les cas et �c(f) = �a(f) = +1:

(ii)
f(n)

ns
=
(�1)n
nr+s

et la série converge
P
n�1

f(n)

ns
ssi r + s > 0 et converge absolument ssi r + s > 1:

Donc �c(f) = �r et �a(f) = 1� r:

b) On a F � E (car cv absolue implique cv), donc inf E � inf F , c�est-à-dire �c(f) � �a(f):

- Pour l�optimalité, il su¢ t de prendre f(n) 2 R+, par exemple f(n) = 1 : on a �c(f) = �a(f) = 1:

c) Si
P
an converge et si

P
bn converge absolument, alors

P
anbn converge absolument.

En e¤et, limn!+1 an = 0 et de ce fait, anbn = O(bn):

On prend ici an =
f(n)

ns
et bn =

1

n1+"
, avec " > 0.

Ainsi, si s 2 E, alors s+ 1 + " 2 F , donc E � (F � (1 + ")), d�où �a(f)� (1 + ") � �a(f):
Donc �a(f) � �c(f) + 1 + " pour tout " > 0. D�où �a(f) � �c(f) + 1 en faisant tendre " vers 0:

- Pour l�optimalité, on considère f(n) = (�1)n : on a bien �c(f) = 0 et �a(f) = 1.

2) La suite (un)n2N est croissante. Donc (un)n2N converge ou tend vers +1.

- Si (un)n2N converge, alors � = limn!+1 un > 0, d�où un+1 � un �
�

n�
:

Comme (un)n2N converge, la série
P
(un+1 � un) converge, donc on a nécéssairement � > 1:

- Réciproquement, si � > 1, alors un+1 � un �
1

n�
. Donc

P
(un+1 � un) converge, et ainsi (un)n2N converge.

3) On procède par évaluations successives de plus en plus �nes : un DA de un donne un DA de un+1:

- On a
p
x � 1 + x, donc un+1 � 1 + n+ un, donc un = O(n2). Donc un+1 =

p
n+ un = O(n).

- Donc un = O(n). Et un+1 =
p
n+ un = O(

p
n): Ainsi, un = O(

p
n) et a fortiori un = o (n):

- D�où un+1 =
p
n+ un =

p
n
p
1 + o (1) =

p
n (1 + o (1)) =

p
n+ o (

p
n), c�est-à-dire un+1 �

p
n:

Comme
p
n� 1 �

p
n, alors un �

p
n. c�est-à-dire un =

p
n+ o (

p
n).

- Donc un+1 =
p
n+ un =

p
n
�
1 + 1p

n
+ o

�
1p
n

��1=2
=
p
n
�
1 + 1

2
p
n
+ o

�
1p
n

��
=
p
n+ 1

2 + o (1) :

Comme
p
n� 1 =

p
n+ o (1), alors un =

p
n� 1 + 1

2 + o (1) =
p
n+ 1

2 + o (1) :

- Remarque : On pourrait naturellement poursuivre le DA.

4) En posant wn = vn � 1, on a limn!+1
�
wn+1 �

1

2
wn

�
= 0: On pose un = wn+1 �

1

2
wn .

On a par télescopages : wn �
1

2n
w0 = un�1 +

1

2
un�2 +

1

4
un�2 + :::+

1

2n�1
u0:

Via une preuve de type Cesàro (pincement avec "), on obtient limn!+1wn = 0 :

Soit " > 0. Pour k � p assez grand, jukj � ".

On obtient alors jwnj �
1

2n
jw0j+ "

�
1 +

1

2
+
1

4
+ :::+

1

2n�p

�
+
1

2n
Pp
k=0 2

k jukj � 2"+O
�
1

2n

�
:

Donc pour n assez grand, jwnj � 3". Comme " est arbitraire, limn!+1wn = 0:

5) (extrait écrit X 2022 et oral X 2024 )

a) On applique le TVI à g(x) = f(x)� x: On a g continue et g(0) � 0 et g(1) � 0.

b) On considère � = supA, où A = fx 2 [0; 1] j f(x) � xg, qui existe car 0 2 A.
- On a f(�) � � : immédiat si � = 1, et sinon, pour tout x > �, f(x) < x.
On conclut par limite à droite : f(�) � limx!�;x>� f(x) � limx!�;x>� x = �:



- On a f(�) � � : Immédiat si � 2 A, et sinon � est limite par défaut d�une suite d�éléments de A : on a f(an) � an
et limn!+1 an = ��, et on conclut par limite à gauche.

c) Le raisonnement du b) convient, car f admet aussi des limites à droite et à gauche en tout point :

Comme f + g est croissante, on a (f + g)(�) � limx!�;x<�(f + g)(x):
Comme g est continue, on a g(�) = limx!�;x<� g(x). On en déduit f(�) � limx!�;x>� f(x):
De même, on a limx!�;x<� f(x) � f(�).

6) a) Posons S(n) =
Pn�1
k=1 ak, où ak =

(�1)blog kc
k

.

Pour 2p � k < 2p+1, on a (�1)blog kc = (�1)p, donc
P2p+1�1
k=2p ak = (�1)p

P2p+1�1
k=2p

1

k
:

Comme
P2p+1�1
k=2p

1

k
� 2p+1 � 2p

2p+1
=
1

2
, alors

��S(2p+1)� S(2p)�� � 1

2
:

Or, si (Sn)n2N convergeait, on aurait limp!+1
�
S(2p+1)� S(2p)

�
= 0: Donc la série diverge.

b) On peut déduire la propriété de la formule de Taylor-Lagrange.

Preuve directe par IPP :
R n+1
n f(t) dt = [(n� 1 + t) f(t)]n+1n �

R n+1
n (n� 1 + t) f 0(t) dt:

Donc
���f(n)� R n+1n f(t) dt

��� � R n+1n (n� 1 + t) jf 0(t)j dt �
R n+1
n jf 0(t)j dt, car 0 � n� 1 + t � 1:

c) On pose Sn =
Pn
k=1 ak, où ak =

sin(ln k)

k
:

Première preuve :

On utilise b), avec f(t) =
sin(ln t)

t
. On véri�e que f 0(t) = O+1

�
1

t2

�
:

On a
���f(n)� R n+1n f(t) dt

��� � R n+1n jf 0(t) j dt = O+1
�
1

n2

�
:

Donc la série
P�

f(n)�
R n+1
n f(t) dt

�
converge. Or,

R n
1 f(t) dt =

R n
1

sin(ln t)

t
dt = [cos(ln t)]n1 :

On peut montrer que la suite (cos(lnn))n2N� diverge. On en déduit que (Sn)n2N� diverge.

Seconde preuve :

On va utiliser le fait qu�il existe de grandes séries de nombres de termes consécutifs ak �
1

2k
:

Soit p 2 N. On considère �p =
�
k 2 N� j �

3
+ 2p� � ln k � 2�

3
+ 2p�

�
:

Pour k 2 �p, on a sin(ln k) � sin
��
3

�
=
1

2
, d�où ak �

1

2k
, et ainsi

P
n2�p ak �

card�p
2max�p

:
P
n2�p ak �

card�p
2max�p

.

Or, card�p �
�
exp

�
2�

3
+ 2p�

�
� exp

��
3
+ 2p�

�
� 1
�
� (e2�=3 � e�=3) exp (2p�) :

Et max�p � e2�=3 exp (2p�) : Donc il existe � > 0 tel que pour tout p assez grand,
P
n2�p ak � �:

Donc a fortiori
�P

n2�p ak
�
p2N

ne converge pas vers 0 lorsque p tend vers +1.

Or, si (Sn)n2N convergeait, on aurait limp!+1
P
n2�p ak = 0, car

P
n2�p ak = Smax�p � S(min�p)�1:

7) On peut noter d�abord que (un)n2N� est majorée, car un � u1 +
Pn�1
k=1

1

k2
� u1 +

�2

6
.

Posons an = un+1 � un et a+n =
(
an si an � 0
0 sinon

et a�n =

(
�an si an � 0
0 sinon

:

On a donc un+1 = u1 +
Pn
k=1(ak)

+ �
Pn
k=1(ak)

�:

De plus, par hypothèse, (an)+ �
1

n2
: Donc

Pn
k=1(ak)

+ � �2

6
:

Comme un+1 � 0, alors
Pn
k=1(ak)

� � u1 +
Pn
k=1(ak)

+ � u1 +
�2

6
, et ainsi

P
(an)

� converge.

Ainsi,
P
ak converge comme somme de deux séries convergentes. Donc la suite (un)n2N converge.


