‘TD Oraux : Polyn()mes‘

1) Soit P(X) = [[;_;(X — ax) un polynéme réel, unitaire et scindé a racines simples sur R.
On peut supposer a1 < ag < ... < ap.

On sait par le cours que P’ est scindé a racines simples, et on note b; < ... < b,,_1 ses racines.
Dans la suite, on veut montrer par différentes méthodes différentes que Q = P’ — P est scindé a racines simples.

a) Premiére méthode : Donner le signe de Q(ag) en fonction de k et n, ainsi que lim, @, et conclure.

b) Deuziéme méthode : Utiliser la fonction f : x —— P(x)e™".

Plz) _ <
P(z) L1 x — ag
2) Soit P € C[X] un polynéme non nul tel que (X — 1)? divise P.

c) Troisiéme méthode : Utiliser I’étude de la fonction p(z) = sur R\ {aq,..,an}.

Montrer que P admet au moins 3 coefficients non nuls.
Remarque : Plus généralement, on peut montrer que si (X —1)" divise P, alors P admet au moins n+ 1 coefficients
non nuls.

3) (X) Soit P un polynome réel de degré n tel que Vo € R, P(x) > 0.

Montrer que P est de la forme A2 + B2 ou A et B € R[X].

Indication : Utiliser (A% + B?)(C? + D?) = (AB — CD)? 4 (AC + BD)?.

On pourra noter A I'ensemble des polynomes de la forme A% + B2, ot A et B € R[X].

4) On suppose n = 2m pair.

a) Soient ay, ..., a, des réels strictement positifs et ¢(z) = [[;_; (1 + iaxz).

Montrer qu’il existe n valeurs réelles distinctes de z telles que Re ¢p(z) = 0.

b) On considére P(X) = [[p_; (1 + axX) = > 1_; . X* et Q(X) = Re(P(iX)) = Z;’L:O(*l)zjcszk.
Montrer que @ est scindé a racines simples sur R.

Remarque : En adaptant b), on montre de fagon plus générale que si P(X) est un polynome réel scindé a racines
réelles, le polynome Q(X) = Re(P(iX)) est aussi scindé & racines simples.

5) (%) Soit P € R,[X]. Pour € > 0, on pose d.(x) =1 si |P(x)| < e, et 0 sinon.

On pose w = lim. 050 % fj;o 0c(x) dx.

a) On suppose que P admet 0 comme unique racine réelle. Déterminer w.

b) Que dire dans le cas général ?

Corrigé

1) a) On sait que a1 < by < ag < ... < bp_1 < ap.
De plus, P’ est scindé a racines simples, donc P’ change de signe en les by.
Comme P’ est positif au voisinage de +oo, alors le signe de Q(ay,) = P’(ax) vaut (—1)"*.

Par le TVI, @ s’annule sur chaque intervalle Jag, ag1+1], avec 1 <k <n — 1.



De plus, @ est négatif en +oo, et Q(ay,) > 0, donc @) admet une racine supplémentaire sur Ja,,, +00.

On obtient ainsi n racines distinctes et comme deg ) = n, alors @) est scindé a racines simples.

b) On a f'(z) = Q(x)e".

Or, f s’annule en ay, ..., a, et en +oo. Par Rolle (et Rolle généralisé), on obtient n racines réelles distinctes.

2) Supposons que (X — 1)? divise P = aX"™ +bX™, avec n < m. On a P(1) = P'(1) = 0.
On obtient un systéme inversible de dimension 2, d’ou (a,b) = (0,0). D’ou le résultat.

Remarque :

Plus généralement, supposons que (X — 1) divise P = a1 X™ + a2 X™2 + ... + a, X", avec my < ... < My,.
On a Vk € [0,n — 1], P®(1) = 0. D’ou Vk € [0,n — 1], Y7, ajm;(m; — 1)...(m; — k+1) = 0.
On se rameéne & un systéme dont la matrice a le méme déterminant que la matrice de Van der Monde (m;C i< j<n,1<k<ns

qui est inversible, donc tous les a; sont nuls.

3) On note A I’ensemble des polynémes de la forme A2 + B2, ou A et B € R[X].
Comme (A? + B?)(C? + D?*) = (AB — CD)* 4+ (AC + BD)?, alors A est stable par produit.
Or, tout polyndme réel positif est produit de termes de la forme (X — a)? et (X2 + bx + ¢), avec b2 — 4c < 0.

En effet, les racines réelles sont d’ordre pair.
11 suffit donc de vérifier les propriétés pour ces deux types de polynomes.

Or,on (X —a)?= (X —a)?+0% et (X2+br+c)=(X+1b)2+6% o 6= /c— 1b%

4) a) argp(x) = > _, arctan(agx).

¢ est continue sur R, strictement croissante et définit une bijection de R sur |—mm, mn|.

Par le TVI, il existe 2m valeurs de = pour lesquelles ¢(z) = g [7],

car |—mm, mn| contient les réels g + km, avec —m < k < m.
b) On a Vz € R, Q(x) = Re(P(iz)) = Re(¢p(x)).
Par a), @ admet n racines réelles distinctes, et on conclut avec deg Q) = deg Q.

5) a) Idée : On note m € N* l'ordre de multiplicité de 0 comme racine de P.

P™)(0)

On a P(z) ~ Ax™, ou A\ = '
m!

1/m
# 0. Or, on a [Az™| < ¢ ssi |m|§}§‘ .

/m
Ainsi, lorsque € — 0T, § vaut 1 sur un intervalle dont la longueur L vérifie L ~ 2 ‘;‘ .
2
On en déduit que w = ———sim=1et w =400 si m > 2.
[P'(0)]

b) Dans le cas général, il suffit de sommer les contributions associées a chaque racine.
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On obtient donc w = +o00 si P admet au moins une racine multiple et sinon, w =", .. cine de P m
a



