TD Oral 07
1) Théoréme du min-max

Soit E un espace euclidien et v € S(F). On note A\; < A2 < ... <\, les valeurs propres de u.

a) Montrer que A\, = sup,_ M, et préciser les cas d’égalité. De méme, on a A\; = inf,g (u(x)g}
] ]
b) Soit F' un sev de dimension > p. Montrer que sup,cp .o W > Ap-
' x

Indication : Considérer G = Vect(ep, €pt1, ..., €). Noter que F'N G contient un vecteur non nul x.

Ap = inf sup M
Fsev dedim p \ zeF, 240 H.%’H

c¢) En déduire que

d) (%) Soit A € S, (R) une matrice symétrique. On considére la sous-matrice B = (aij)1<i<n—1,1<j<n—1 € Sn—1(R).
On note A\; < Ay < ... <\, les valeurs propres de A, et uy < py < ... < p,,_; les valeurs propres de B.

Montrer que A1 < g <A < g < oo < At Sty < A

2) (Centrale) Soit f: N — C.

On pose £ = {s eER|D> 51 LZJ) converge} et ' = {s eER|D 51 f(z) converge absolument}.
= n = n

On définit o.(f) =inf E (si E=0, 0.(f) = +o00 ;81 E =R, 0.(f) = —00 ) et o,(f) = inf F.

@) f) = T sarer

~ o n’

a) Déterminer o.(f) et o4(f) dans les deux cas : (i) f(n)
b) Montrer que : o.(f) < o4(f), et que cette inégalité est optimale.

¢) Montrer que o4(f) < o.(f) + 1, et que ces inégalités sont optimales.

1
3) On pose S, = 1, T
a) Montrer qu’il existe v = lim,, 10 (S, — Inn), appelé constante d’Euler.
. 1

b) Soit (an)nen telle que a,, ~ ot On pose R, = szlﬂ ap. Montrer que R, ~ —

On admettra la propriété de sommation des équivalents des restes de séries & termes positifs :

Si a, ~ by, , avec b, > 0, et si > b, converge, alors ZZSL aj ~ ZZSZ by, lorsque n tend vers +oo.
1 1

c) Montrer que S, =lnn+vy+ — 4+ 0400 [ — | -
2n 2n

d) Expliquer comment trouver un terme de plus dans le DA.

Corrigé

1) a) On se place dans une base (e, ..., €,) de vecteurs propres de .

On a (u(z),z) = 3.0 Mx? <\, [|z]|?, avec égalité lorsque = = e,.

b) On a dimG =n —p+ 1. Comme dim F > p, on a : dim Gy, + dim F' > n.

Donc G et F ne sont pas en somme directe. Donc F' N G, contient un vecteur non nul z.



(u(2), 2
2?2

c) Il y a égalité avec F' = Vect(eq, ..., ep). Donc A, est un minorant qui est atteint, c’est-a-dire le minimum.

Comme z € G, on a a foritori : (u(z),z) > A, |z|*. Donc SUD,ep, 240

d) On note (ey, ..., e,) la base canonique de R™.
On note F), 'ens des sev F' de dimension > p vérifiant F' C Vect(eq, ..., ey)

On note G, l'ens des sev G de dimension > p vérifiant G C Vect(eq, ..., en—1)

(u(@), z) (u(@), z)

” || et Hp = ianGQp SUPzecF, x40 H13||2

On a \p, = infpeg, SUPgeF, g0~ 5
Comme G, C F), alors A\, < p,,.

Soit 1 < p < n. Pour tout sev F' de dimension > p + 1, on considére G = F N Vect(eq, ..., ep—1).
On a donc a fortiori G € G,,.

(u(x), z) (u(x), z)

De plus sup,cq, 20 W < SUPLer, 20 W On en déduit p, < Apig.

2) a) (i) f(zb) = sl2n =0 <12>, donc converge absolument dans tous les cas et o.(f) = 0,4(f) = +o0.
n n n
fn) _ (=D)"

. . fn) . )
(ii) o5 = ot et la série converge anl o ST + s > 0 et converge absolument ssi r + s > 1.

Donc o.(f) = —r et oq(f) =1—r.
b) On a F' C E (car cv absolue implique cv), donc inf £ < inf F, c’est-a-dire o.(f) < o4(f)-
- Pour loptimalité, il suffit de prendre f(n) € RT, par exemple f(n) =1: on a o.(f) = oa(f) = 1.

c) Si > a, converge et si Y b, converge absolument, alors > a,b, converge absolument.
En effet, lim,, o0 an, = 0 et de ce fait, apb, = O(by,).

f(n)

e = e
Ainsi, si s € E, alors s+ 1+¢ € F,donc E C (F — (1+¢)), donou(f) — (1+¢) < aq(f).
Donc 04(f) < 0c(f) + 1+ € pour tout € > 0. D’ott 04(f) < o.(f) + 1 en faisant tendre € vers 0.

On prend ici a,, = avec € > 0.

- Pour l'optimalité, on considére f(n) = (—1)" : on a bien o.(f) =0 et o,(f) = 1.

1
3) a) On pose u, =S, —Inn. On a upy1 — up = 1 In(n+ 1)+ Inn.
n

—1
On vérifie : (up4+1 — up) ~ oz Donc ) (up+1 — up) converge, et ainsi (up)pen converge.
n

1
b) Posons b,, = —5. Soit € > 0. Pour n > p assez grand, |an, — bn| < by,
n

. 1
Do 2 [5455 6 = S5 ] = #5050 On e it e o~ D%
oo di 11

+oo
Or, on a par encadrement [ 2 Zk 1 k2 <[ , donc Zk i1z~

1 . 1 1
c) Il résulte de b) que Z;ziﬁl(“nﬂ — Up) ~ ~5 c’est-a-dire v — u, = ™ +0 400 <2n> .

1 1
Donc S, =lnn+~vy+ — 40400 | — | -
2n 2n
1

d) On considere v, = S, —lnn —v — —.

1 1 1 1
On cherche un équivalent de vy 41 — vy, = 1l In <1 + ) - m + o
1

On obtient (vp41 — vy) ~ 3.5 On en déduit v, ~ Zk n3ps "~ T3



