TD Oral 06. Les corrigés sont en fin de sujet

1) (Mines) Montrer que toute matrice M € M, (R) est somme de deux matrices diagonalisables.

1

Ezemple : Montrer que M = < 9 1

) est somme de deux matrices de projections.

2) a) Soient des nombres complexes distincts A, ..., Ap.

Donner une CNS pour que P(X) = [[7_;(X? — ;) soit a racines simples sur C.

b) (X) Soit A € GL,(C). Montrer que si A% est diagonalisable, alors A est diagonalisable.

c¢) Donner un exemple de matrice A € M (C) non diagonalisable telle que A? est diagonalisable.

d) Donner un exemple de matrice A € G L2(R) non diagonalisable telle que A? est diagonalisable.

2) bis) (%) Soit A € GL,(C).

Montrer que A est diagonalisable ssi (A? est diagonalisable et Ker A = Ker A?).

3) Soient A et B deux matrices de M,,(C).

a) (Centrale) On suppose que Sp(A4) N Sp(B) = 0.

(1) Montrer que x 4(B) est inversible

(ii) En déduire que si M € M,,(C) vérifie AM = M B, alors M = O,,.

b) (X) (%) Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) I existe une matrice M € M, (C) non nulle telle que AM = M B

(i) Sp(4) N Sp(B) # 0.

Indications : Pour prouver que (i) implique (ii), il y a deux méthodes possibles :

- Soit A une valeur propre commune a A et B.

Justifier d’abord qu’il existe des vecteurs X et Y non nuls tels que AX = X et YT B =\ Y7,

- Pour P et @ inversibles, on note que (P~'AP)(P~'MQ) = (P~'MQ)(Q'BQ).

Il existe P et Q telles que (P~'MQ) = < g g ) Alors P71AP = ( g : ) et Q7'BQ = < ¢ o > .

* *

En déduire que x4 et xp admettent au moins r racines communes (et ici, on a 7 > 1).

4) (X) Soient vy, ..., vy, des vecteurs de E = R". On pose F' = Vect(v; — vj)1<j<i<n-
a) Montrer que dim F' < n — 1.

b) On suppose que les vecteurs vy, ..., v, sont deux a deux distincts.
On considére (e, ..., e,) la base canonique de E.

Pour 1 < k < n, on note py la projection sur Hy = Vect(ey, ..., €x_1, €kt1, ---, €n) parallelement a Rey.
Montrer qu’il existe k tel que les vecteurs pg(v1), pr(v2), ..., Pr(vy) sont deux & deux distincts.

Suggestion : Chercher k de sorte que ¢, : F' — Hy = +— pi(x) ait une propriété particuliére.



TD Oral 06. Corrigé

1) On écrit M comme somme d’une matrice triangulaire supérieure A et d’une matrice triangulaire inférieure
B et sorte que les coefficients diagonaux de A soient deux & deux distincts et que les coefficients diagonaux
de B soient deux a deux distincts. Il s’agit donc de trouver les coefficients diagonaux A; et p; de A et B de
sorte que Aj + p; = myj. On construit (Aj,p;) par récurrence forte sur j de sorte que \j ¢ {A1,...,Aj_1} et
Hj ¢ {11, "'muj—l}'

11 10 0 1 . —
Ezemple : < 9 1 > = < 9 0 > + < 0 1 > somme de deux matrices de projections.

2) a) A € C admet deux racines carrées distinctes ssi A # 0.
D’autre part, si A # u, les racines carrées de A sont naturellement distinctes de celles de p.

Donc une CNS est : Ay, ..., A\, non nuls.

b) On pose m(X) = [T egp(az)(X = A) = P (X = Xg), ot Sp(A?) = {A1, .., Ap )
On a donc [[¥_, (A% — X4 I,,) = 0, c’est-a-dire P(X) = [[7_,(X? — \;) annule A.
Comme A est inversible, A? est inversible, donc les A, sont non nuls.

Par a), P(X) est scindé a racines simples. Donc A est diagonalisable.

01

b) On peut considérer A = < 00

>. On a A non diagonalisable et A? = Oy diagonale.

0 -1
1 0

2) bis) Supposons A diagonalisable. Alors A? est diagonalisable et Ker A = Ey = Ker A2.

¢) On considere A = ( ) sans valeur propre réelle. Et A2 = —I, diagonale.

(on se ramene au cas d’une matrice diagonale).

Réciproquement, supposons A diagonalisable et Ker A = Ker A?.

A et A? commutent, donc les sev propres Fy de A? sont stables par A.

En considérant les restrictions sur les E), on se raméne donc au cas ot A2 = \I.
Lorsque A # 0, A est diagonalisable (car X2 — X est scindé & racines simples).

Lorsque A = 0, A est nulle car Ker A2 = Ker A.

3) a) i) Posons x4 (z) =[], (x — X\;) scindé (car on est dans M, (C)).

Donc x4(B) = [[;=,(B — Agln). Comme A, € Sp(A), alors A\, ¢ Sp(B), donc B — A\, est inversible.
Un produit de matrices inversibles est inversible, donc x 4(B) est inversible.

ii) Par récurrence sur k € N, on a AM* = M*B.

En effet, si A¥M = M B*, alors A*"1M = A(A*M) = A(MB*) = (AM)M* = (BM)M* = BM*+1,
Par linéarité, on obtient P(A)M = M P(B) pour tout polyndéme P.

En prenant M = y 4 et sachant que x4(A) = O,, (Cayley-Hamilton), alors O,, = Mx 4(B).

Par i), x4(B) est inversible, donc M = O,,.

b) Par a), (ii) implique (i). Montrons que (i) implique (ii) par la premiére méthode.

Il existe A € Sp(A4) N Sp(B). Comme B et BT ont méme polynoéme caractéristique, alors A € Sp(BT).
Il existe des vecteurs X et Y non nuls tels que AX = AX et BTY = \Y,, c’est-a-dire YT B = \Y.

On prend alors M = XYT € M,,(C) de rang 1. Et on a AM = AM = MB.



4) a) (’U,; — Uj) = (’UZ' — 1}1) — (Uj — 1)1), dOIlC F = Vect(vi — vl)lgign = Vect(vz- — Ul)ggign.

Donc dim F' = rg(v; — v1)2<i<n <n — 1.

b) 11 suffit de trouver k telle Papplication linéaire ¢, : F' — Hy = +—— pg(x) soit injective
(en effet, pour ¢ # j, le vecteur v; — v; n’est pas nul, donc on aura bien (v;) # ¢(v;)).
Or, Ker ¢, = F N (Kerpg) = F N Rey. 11 suffit donc de trouver k tel que F' & Rey,.

Si on avait e, € F' pour tout k, alors F = F', ce qui contredirait dim F' < n. Donc k existe.



