TD Oral 05. Les corrigés sont en fin de sujet

0) (inspiré oral Centrale)
a) Soient A et B € M,,(K). Montrer que tr(AB) = tr(BA).

b) Montrer que les seules formes linéaires ¢ sur M, (K) vérifiant p(MN) = p(NM) sont les Atr.

1) (Mines) Soit H un hyperplan de M,,(K).
a) Montrer qu'il existe A € M,,(K) non nulle telle que M € H ssi tr(AM) = 0.

b) (%) On suppose n > 2. Montrer que H contient au moins une matrice inversible.

2) (X) Soit M — <%’%> € Mon(C), avec A, B,C,D € My (C).

On suppose que A et B commutent. On veut montrer que det M = det(DA — CB).

a) Montrer la propriété dans le cas ou A est inversible.

1
b) (%) Traiter le cas général en considérant Ay = A — Eln.

3) (X) Soit u € GL(E) un automorphisme d’un K-espace vectoriel E de dimension finie.
On suppose que pour tout = € F, {uk(x), ke N} est fini.
Montrer qu’il existe p € N* tel que w? = 1d.

(—1)liogn]

4) Montrer que la série ) diverge, ou log désigne le logarithme en base 2.

sin(Inn)

Remarque : Par un raisonnement analogue (cf TD oral 04), on montre que ) diverge.



TD Oral 05. Corrigé

0) a) On a tr(AB) = 371 370y aijhji = >0 ) Yoy aigbyi = 3054 D1y bjiaij = tr(BA).

b) Supposons que ¢ vérifie o(MN) = o(NM).

L’idée est de noter que ¢ est entierement définie par la connaissance des ¢(F;;), ot les E;; sont les matrices
canoniques. Il s’agit donc de prouver que p(E;;) = 0 si i # j et que les ¢(Ej;) sont égaux.

On a alors en particulier ¢(E;;Eji) = ¢(EjpEij), c'est-a-dire (Ei;) = ¢(0ixEj;) = dip(Ejj)-

Avec k =i, on obtient p(FE;;) = ¢(E;;). Donc il existe A tel que p(E;;) = A pour tout i.

Avec k # i, on obtient p(Ej;) = 0. D’ott (M) = (3_; 325 mijEij) = A2, mi = Atr(M). Ainsi, p = Atr.
La réciproque est connue, puisqu’on sait que tr(MN) = tr(NM).

1) a) H est un hyperplan, donc le noyau d’une forme linéaire ¢ : M,,(K) — K non nulle.

On peut identifier M,,(K) et K™

Donc toute forme linéaire sur M, (K) est de la forme M +—— >_, . a;jmj; = tr(AM).

Comme ¢ n’est pas nulle, alors A n’est pas nulle.

b) Il s’agit de trouver une matrice inversible telle que tr(AM) = 0.
On trouve aisément une matrice B de trace nulle et de méme rang r que A.

On a alors A = PBQ. On prend alors M = Q~'P~!, car on a alors tr(AM) = tr(BP~1P) = tr(B) = 0.
‘ Y L A|B I, |-A7'B\ ([ A]O,

2) a) On suppose d’abord A inversible. On a ( c ‘ ia) ) < 0. ‘ I > = < c ‘ DA |

Comme AB = BA, alors A~'B = BA™L.

Donc det M = det(D — CA™'B)(det A) = det(DA — CB).

b) Pour k assez grand, ¢ ¢ Sp(A), donc Ay, est inversible.
Comme A} commute avec B, on a det(My) = det(DA; — CB).
Par continuité du déterminant et du produit matriciel, on obtient det M = det(DA — CB).

3) Fixons x € E. Par le principe des tiroirs, il existe j < k tels que v/ (z) = u*(z).

Comme u est bijective, on obtient u*~7(z) = x.
Ainsi, pour tout x € F, il existe p, € N tel que uP*(z) = x.
Il reste & trouver un entier p indépendant de x.

On note qu’étant donnés une famille FINIE (xy, ..., z,,) d’éléments de E, on peut trouver un entier p € N vérifiant

Vo € {x1,...,xn}, uP(xz) = = en prenant p = ppecm(pg,, ..., Pz, )-
Comme u est linéaire, on obtient alors Vz € Vect(z1, ..., 2y ), uP(z) = .

Or, E est de dimension finie, donc il suffit pour conclure de considérer une base (z1, ..., z,) de E.

(—1)llogn]
4) On pose | S(n) => 5 —— |
n
1 _2rtl—op 1
Pour p entier pair, on a S(2PT!) — §(2P) = i:;,fl =

n=  2fl 2

Donc (S(n))nen diverge : si elle convergeait vers L, on aurait lim, .+ S(2P™1) — S(2P) =L — L =0.



