TD Oral 03. Les corrigés sont en fin de sujet

1) On note Ep ’ensemble des fonctions continues sur [0, 1].
On note E; Iensemble des fonctions de classe C! sur [0, 1].

On note Ej I'ensemble des fonctions g de classe C! sur [0, 1] vérifiant g(0) = g(1) = 0.
a) Soit f € Ey telle que Vg € Ef, fol f)g(t) dt = 0. Montrer que f = 0.

b) (Oral X 2024) Déterminer les fonctions f € Ej telle que Vg € F, fol f(2)(¢'(z) — xg(z)) dz = 0.

2) (extrait X)
a) Soit n € N*. Montrer qu’il existe un unique réel z > 1 vérifiant xInx + z = n. On le note a,,.

n
b) Montrer que lim,,_, 4~ a, = +00 et que a, ~ n
nn

¢) Montrer que a,, = % +0 <n(llr:1$12n) .

3) (extrait écrit X 2022 et oral X 2024)

Soit f:[0,1] — [0, 1]. Montrer que f admet un point fixe dans chacun des trois cas suivants :
a) f est continue

b) f est croissante

c) f est continue par morceaux et il existe g continue telle que f + g est croissante.



TD Oral 03. Corrigé

1) a) Remarque : Si g décrivait Ey, il suffirait de prendre g = f : on aurait fol f?2=0, donc f =0.

On suppose par 'absurde f non nulle. Il existe g tel que f(xg) # 0.
Quitte a considérer — f, on peut supposer f(xo) > 0.

Il existe donc par continuité 0 < a < b < 1 tels que Vz €]a, b], f(x) > 0.
On considére alors g : © — (z — a)?(b — z)? si x € [a, b], et 0 sinon.

On obtient alors fol fg(t) dt = ff f(t)(t —a)?(b—t)? dt > 0, ce qui contredit I’hypothése.

b) Par IPP, on obtient la CNS : Vg € Ef, fol (f'(x)+zf(z)) g(x) de = 0.

Par a), les solutions sont les fonctions vérifiant f/(x) = zf(x), c’est-a-dire les f(z) = K exp(—2?/2), ou K € R.
2) a) L’application ¢ :  — x Inz + = est une bijection strictement croissante de [1,4+o00[ sur [1, +o0[.

b) Soit M € RT. Pour n > ¢(M), alors a,, > M. Donc lim,, 40 @y = +00.

Variante : a, = ¢~ 1(n) — 400 car p~! bijection strictement croissante de [1, +oo[ sur [1, +ool.

On en déduit a,, Ina, ~ a,Ina, + a, = n.

Onaln(zxlnz + ) ~4o Inz, d’ott Ina, ~1o Inn.

n n n

D’ou Ap, ~+4oco m ~ oo m, c’est-a-dire Ap = nn(l +o (1)) .
n n n n nlnlnn
D n — f— = [ — - .
¢) Donc a 1+1In(a,) Inn—Inlnn+1+0(l) Inn+O(nlnn) lnn+0( (Inn)? )

On alna, =In (i) +In (1 +0 (lnlnn)) =lnn—Inlnn+ O (lnlnn> )

Inn Inn Inn
3) (extrait écrit X 2022 et oral X 2024)
Soit f :[0,1] — [0, 1]. Montrer que f admet un point fixe dans chacun des trois cas suivants :
a) On applique le TVI a g(z) = f(x) — x.
b) On considére A =sup 4, ou A = {z € [0,1] | f(x) > x}, qui existe car 0 € A.
-On a f(A) < X : immeédiat si A = 1, et sinon, pour tout x > A, f(z) < x.
On conclut par limite & droite : f(A) < limy_y gon f(2) <limg oy zorx = A

-Ona f(A) > A : Immédiat si A € A, et sinon A est limite par défaut d’une suite d’éléments de A : on a f(a,) > an

et limy, o0 an = A7, et on conclut par limite a gauche.

c) Le raisonnement du b) convient, car f admet aussi des limites & droite et & gauche en tout point (sauf en 0 ou

1)7 et on a encore hmxa/\,x<)\ f(x) < f()‘) < 1imx~>A,x>/\ f(IE)



