Oraux. Série n°33. Indications

Lois usuelles

1) X +Y suit une loi de Poisson de paramétre A + .
PX=k|Y=n—Fk) e ey n!
OnaPX=k|X+Y =n)= =
na P [ X+Y =n) P(X+Y =n) K (n—k)l e Ot (A + p)n

Donc P(X =k | X +Y =n) = (})pF¢" ", avecp—A+“ etq=1-p

1) biS) a) P(Y = k7X = TL) = P(Y = k | X = n)P(X = n) = (Z)pkqn_ke_A& = 7k!(n£k)!pkqn_kAn€_A.

n!

Donc P(Y = k) =35 P(Y =k, X =n) = LpFeri\fe ™ = e~ (’\f!) .

b) On passe de Y & X — Y en inversant les roles de p et g. donc X — Y suit une loi de Poisson de parameétre \g.

kyk nk)\nk

OnaP(Y =kZ=n—k) =P =kX =n)= P25 P Z5me™ = P(Y = k)P(Z =n— k),

c) Par b), on a: cov(X —Y,Y) = 0, donc par bilinéarité, cov(X,Y) = COV(Y Y)=V(Y)=0c(Y)%.

Donc le coeflicient de corrélation linéaire est r = ;c&()); (33//)) Ugy) = f = /D-

Remarque : La variance d’une loi de Poisson se calcule a Paide de G”(1) + G'(1) — G'(1)?, ou G(z) = e**—1),
2) a) A est diagonalisable ssi a # b.

b) On consideére le coefficient X™ de (X + 1)** = (X 4+ 1)%(X +1)*: D’ou (GH’) => () (nﬁk)

n
Variante : Toute partie de n éléments dans {1,...,a + b} s’écrit de fagon unique comme la réunion disjointe d’une

partie de k éléments de {1,...,a} et d’une partie de (n — k) éléments de {b+ 1, ...,a + b}.

On somme sur tous les k compris entre 0 et n tels que k < a et n—k < b, ce qui donne min(0,n—b) < k < max(a,n).

Remargue : Un cas particulier classique est a =b=n: On obtient > p_, (})(,",) = (2:)

c) 1—p:ZZ:0P(X:k’)P(Y— k) = 22n Zk 0( )() 22n Ek 0( )( ) 221"(2:)'

Extremas

3)a) P(Y 2 X) =Y 5 P(Y 2 k)P(X = k) = 326" M (0d" ) = 2 = 115 = o5

Or, P(Y > X)+ P(X > Y) - P(Y = X) = Let P(Y > X) = P(Y > X), dot P(Y = X) = 2P(Y > X) ~1 = 42
P(X=n)P(Y=n+k)+P(X =n+k)P(Y =k)=2¢""2p2si k £ 0
PX=n)PY =n)=¢"2p?si k=0

On en déduit alors les marges de (U,V) : P(U=k) =% P(U = k,V =n) et de méme pour P(V = n).

b)OnaP(U:k‘,V:n):{

1 2n—2
1,q2q " .

Les lois U et V sont indépendantes, car P(U = k,V = n) est de la forme ayf3,,, avec " =
4) a) Ona P(X > k) = P(U > k)P(V > k) = (1 — £)°,

n 2 n 2 nn+1)@n+l n+1)(2n41
Donc E(X) =3}, (1_%) = 2_k=0 (%) = +73,g ) _ (ot )G(n +D),

b)Ona X +Y =U +V, donc E(Y) = 2E(U) — E(X) = (n+ 1) — @FDCntl) _ (nl(n1),

) Ona XY = UV, donc E(XY) = E(U)E(V) = + (n+1)%, et cov(X,Y) = B(XY) — E(X)E(Y).

5) P(M,, < k) =P(¥i:, z; < k)= (£)”, donc P(M, = k) = (£)" — (&1)", pour tout &k € [1,p].

n n



Donc E(M,) => 1 _oP(M, >k)=p+1-3"_, (%)n — p lorsque n tend vers +oo.

Sommes

6) On a en développant selon la premiére colonne : D,, = Y " | X;1Cj1.

Les cofacteurs Cj; = (—1)""1A;; sont au signe prés des déterminants d’ordre (n — 1), quxquels on peut appliquer
I’hypothese de récurrence.

Les X;; sont indépendants entre eux et indépendants des Cj1.

Donc E(D,) =Y/ | E(Xa)E(Ci1) =1, 0 E(Ci1) = 0.

Et V(D,) = E(D%) =Y"", > -1 E(XnX;1)E(CinCj) + attention, les Cj1 ne sont pas indépendants.

On obtient : E(D2)=>"" 1 x E(C%)=n E(D?_,).

7) On peut utiliser P(Y = k) =>./% P(Y =k | X =n)P(X = n).

La loi conditionnelle de Y sachant X = n est la loi binomiale B(n,p).

0o n— n—k ko
Dot P(Y = k) = Y5 (Mpkgn—kLare=> = e AShe g k(ﬁ o= (A]?) Aeha — (A]:S) e\

Remarque : cf formule de Wald et séries génératrices : Gy (z) = Gx(q + pz) = eMatPz=1) = en(==1) ou 1 = \p.
Lois de premiers succés

8) N =T+ S, ou T est le nombre de 0 avant le premier 1, et S est le nombre de 1 consécutifs dans la premiére

séquence de 1. La v.a. T suit une loi géométrique G(p) et la v.a. S suit une loi géométrique G(q).

Variante : Montrer avec X que a, = P(N = n) vérifie la récurrence a,, = p"q + qan—1 et ag = 0.

Pt —q"
On en déduit (en posant a, = ¢"b,) que a, = pg———.

p—q
9) a) E(N):P(XOZUX%—{—P(XU:Q)X%D:Q‘

E(M)=px % +q X % = % + %, car la probabilité que la premiére séquence soient composés de 1 vaut p.

b) Pour (n,m) € N* x N*, P(N =n, M =m) = p"q¢™p+ ¢"p™q, donc N et M indépendantes ssi p = q = %
Etude a un pas
10) Onaap=0,ay =1letVne{1,2,...N —1},a, = qan—1 + pant1, avec g =1—1p

On reconnait une suite de type Fibonacci associé a équation caractéristique z = g + pz2 de racines 1 et 7 = <. Si
P

p;«é%,T;&l,etan:f

—rn . _1 _
—x- Sip=3,an =

=

Reformulation du probléme

11) On mange toutes les pommes une a une, et p est la probabilité que la derniére soit rouge.

On a donc p = 1. En termes de dénombrement, p = (’"tﬁ;l)/(:ﬂ)

12) a) On considére les 22" chemins correspondants & des tirages oil une choisit telle ou telle urne.
Pour 0 < a <n, P(X = a) est la proportion de chemins rencontrant les bords en les points (a,n) ou (n,a). Or, il y

a 2(2”71__‘11_1)2“ tels chemins. Donc P(X =a) = (2” ‘- 1) J2%n—a-l,



b) On consideére les 2(27?) chemins montants dans [0,n]?, correspondants aux tirages complets des 2n objets. Pour
0 <a<mn, P(X = a) est la proportion de chemins rencontrant les bords en les points (n — a,n) ou (n,n — a). Or,

ilya 2(2"7;&1_1) tels chemins.

On a donc P(X — CL) _ 2(2n—a—1)/2(27?) — (2n—a—1)/(2n)'

n—1 n—1 n



