Oraux. Série n°32. Indications

Lois de probabilité

1) Y r0 P(A,) = P (L5 An) < 1. 350%% P({n}) = P(N) =1. Si 3" a,, converge, lim,_, o a,, = 0.

2) |X| < max(1,|X]") <1+ X"

3) Le minimum est atteint pour aX + b projeté orthogonal de Y sur le plan Vect(1, X)) pour le produit scalaire
(X,Y) =E(XY). On écrit que (Y —aX —b,1) = (Y —aX — b, X) =0, et on résout le systéme.

4) a) Pour toute partie I C {1,2,...,7}, n € (NierA;) ssi ¢ = [[;c; pi divise n.

On a donc P(Nier4;) = "T/q = [lLicr p% = [Licr P(A).

b) Les A; sont mutuellement indépendants. Donc “O(Hn) P(N_ A) =TI, P(A) =TI_,(1 - p%)

5) Onpose Z=Y — X +1. Pourtout k € [I,n], P(Z=k|Y =n)=P(X=n+1-k|Y =n) =1,
Montrer que Y — X + 1 et X suivent la méme loi pour toute loi conditionnelle Y = n, donc ont méme loi.
Probabilités sur des ensembles finis et combinatoire

6) Posons X = 1, X, ott Xj(0) = 1,(j)=;, c’est-a-dire X;(w) = 1 si w(j) = j et 0 sinon.

Comme X suit une loi de Bernoulli B(f) Par conséquent E(X;) =1 et V(X;) = 251

n2
Et Vi # j, E(X;X;) = P(X; = )P(X; = 1| X; = 1) = ;1 y, donc Cov(X,,X )= 5 T W = WD
DOHCE(X):TLX%ZIGtV(X):nX?—Fn( —1)Xm:1
6) bis) La probabilité qu'un couple survive est (Qn;2) / (277) = %
N =3"", X;, ou X; est la fonction indicatrice de A; : “Le i-iéme couple survit”. Donc E(N) = %

7) a) Laloide Y Sachant X =mn est la loi B(n,q). Montrons que Y suit la loi de Poisson P(Ap)

_ n _ kyk )" _ kyk A k _
Done P(Y = k) = Y02, ())phq"~ x 47 = e 2 00, (00 = oA ent = (e
b) On écrit X = Zi:1 Z;, avec Zj ~ B(r), et alors Y = > """ | Z;T;, avec T; ~ B(p). Donc Y suit la loi B(n, pr).

A

En prenant r = £, on a bien les convergences en loi B(n,r) — P(A) et B(n,pr) — P(pA).

8) Notons Y}, le numéro du tirage donnant la boule k. On a P(X < k) = P(Y1 <k,Ys <k,Ys <k).
Par la formule de I'intersection, on a :
PYi<kYa<kY3s<k)=PYi <k)P(Y2<k|Y1<k)P(Yz<k|Y1<kYo<k)=EEql?

Autre : Notons Z; le numéro de la boule tirée au j-ieme tirage. On a P(X < k) = P(V¥j > k, Z; > 3).

—3 4 k=2 _ k(k=1)(k—2)

Par la formule de I'intersection (on choisit Z,, puis Z,_1, ...), on a donc P(X < k) = PR © a=T)(n=2)"

Argument combinatoire : P(X < k) = (lg)/(g‘) : on considére ’ensemble des 3 positions des boules 1,2, 3.

Remarque : Pour calculer directement ’espérance de X, on peut noter que les 4 intervalles entiers définies par

positions des 3 boules sur [1,n] ont méme espérance. Donc E(X) =3+ 3(n—3) = 3(n+1).

On peut retrouver ce résultat en calculant S = >}, % = 1(n+1)et E(X) = (n+1)—S. Il suffit d’utiliser

5 4
Y ko (3) = ("+1) qui peut se prouver en considérant le coefficient en "4 de <%) = (i> <ﬁ> .

1-z
On a en effet ( L )” = S (PEM)an, car (D@42 (ptn) _ (ot (7).

9) La fonction caractéristique de B = A1 N...N A, est 1p = [[11(1 — 14,).
En développant et en prenant I'espérance, on obtient P(B) =3 /(19 . m}(—l)(cardl)P(ﬂieI A;).

b) On applique a) avec A; : o(i) =i. On a d, = P(B) = Y.~ 1)card N ()., A;).
On a P(N;c; Ai) = (n—k)!, ot k = card I. Il y a (}) parties I de cardinal k.

1
k

Donc d, = Y j_o(—=1)%(}) (n — k)!, d’ott on déduit d,, = n! >} _(—1) o



10) a) P(Sn == ’I’L) == % et P(Sn == 1) == P(Xl == min1<j<n XJ) == l.

n

b) P(T), = 1) = P(X}, = maxi<j<;x X;) = 3. Ona S, = > _; 17, donc E(S,) = >}_; 1 ~Inn.
Remarque : Pour formaliser P(T}) = %, regrouper les permutations selon la valeur de A = { X1, ..., X} }.

Remarque : On a aussi P(T}) = Z] 1 P(Th, Xk = j) Z;L & (i:i)/(z:})

Or, >0, (ij) = (}), donc on obtient bien P(T}) = 7.

Variables aléatoires entiéres

11) La série génératrice f(x) = > a,a™ doit vérifier Vo €] — 1,1], f(2)? = f(2?).

En considérant le terme non nul a, de plus petit degré, on obtient a, = 1, donc X cste presque stirement.
Convergence de variables aléatoires

12) Posons Z,, = S et A\, = E(Z,). On a par Cesaro lim,, oo A\, = fi.
On a E((Z, — ) ) = E((Zn — M)? + (A = 0)? = V(Zn) + (A — ).

OnaV(Zz,) = n2 Spo1 V(XE) =0 (1). On en déduit que limy,—, 400 E((Z,, — p)%) = 0.
E((Zn — /~L)2)
o2
13) a) On a E(S,) = nz, donc > p_(k — nx)?P(S, = k) = E((S, — E(Sn))?) = V(S,) = n(z — 2?).
On en déduit (cf BT) que Ve > 0, lim,,— 4o P (!%(Sn - x’ >¢) =0 (cf loi faible des grands nombres).

Par Markov, P(|Z, —p| <¢) < — 0 lorsque n — +00.

b) Posons a(e) = supjy_g|<. [f(t) — f(@)[. On a lim.o a(e) = 0, car f est continue en z.
Ona|Q,— f(x)| = ‘E <f <5;:> — f(:c))‘ <FE <'f (in) — f(x) ) . On distingue les cas
Donc E(|Q, — f(2)]) < a(e) ><P< % x gs) + 2sup | f| XP( %—m >5> — 0.

Remarque : De facon générale, si Z < o sur A, et sachant que Z = Z.14+ Z.15, on a:

E(Z)<ax P(A)+ (supZ) x P(A) < a+ (sup Z) P(A). Ici on prend Z = |Q,, — f(x)| et A: ‘in -z

Sn
— -z
n

<ecet >ec.

<e.

13) bis) a) |6, (x) = 6(x)| = | B(6(55) - o(2))| < K B (|7~ a|) < K \/V(S) = £ /ol =) < 25
b) Soit ¢ une fonctlon L lipchitzienne sur [a, b].

On pose ¢(x) = ¢(a + z(b — a)). L’application ¢ est K-lipschitzienne, avec K = (b — a)L.

On sait que limy, 400 supjg 1) ¢, — | = 0.

On a Vt € [a,b], o(t) = ¢(=2), donc limy, oo SUP[g 4] | Pn — | = 0, ot Py (t) = Gn(=9).

Comme ¢,,(x) est un polynome en x, alors P,(t) est un polyndéme. D’ou le résultat.

14) a) Les variables alétaoires e’ sont indépendantes.

b) On a E(e**) = (A% + e=*%) = ch(Aay), donc E(e*) = Hz,l ch(Aay).

On vérifie que chz < exp(12?) en utilisant par le DSE : <

( N

n) 2"
> a).

par Markov, et on conclut avec b).

c¢) Comme la loi de S, est symétrique, P(|S,| > a) = 2P(S.

E( )\S)

On a P(S, > a) < P(eMr > M) < a

1 a
d) On choisit A de sorte & minimiser 5)\20% — Aa, donc on prend A = —-.
Un

15) a) Utiliser la formule de Stirling ou bien la régle de d’Alembert.
b) On a f(x) =1+ f(z)g(x), d’ott on déduit g(1) = 1 ssi limy_,1 z<1 f(x) = +00.

16) a) On note Ay I’événement : “ Le (k 4 1)-iéme individu occupe une nouvelle table ”

Les événéments Ay sont mutuellement indépendants.



Ona P(K,=1)=P(A1N..A) =[]} 725

+ 6
b) On a K,, = Z;’L;ol 14,, donc Gy (x) es tle produit des séries génératrices des A;, qui sont les Z,J:_ ;
i
i+ 6 L, (6 _
Donc Gn(x) = [[1=) ZZ: ; = Ln( ( 9”;), ot Ly (x) = [T (x + ).

_ - n . 2
¢) Ona B(Ky) = ¥ B(A) = Xi%g /g et V(Kn) = X5y V(4) = X5y (H% - () ) :
2
La série ), (%) converge. Par comparaison avec une intégrale, on a E(K,) ~ f#lnn et V(K,) ~ 6Inn.

d)OnakE(fz—0) —0et V(&2 —0)=0 () —0.

Inn Inn Inn

On en déduit que (lf—%) converge en probabilités vers la constante 6.



