Oraux. Série n°28. Séries entiéres.
1) (%) Montrer que le rayon de convergence R de Y a,2" est > 0 ssi 3(q, M) € Rt x Rt Vn € N, |a,| < Mq".

2) (&%) (Mines) Soient (ap)nen une suite de réels positifs.

On note R et R’ les rayons de convergence de f(z) = :lro% apz” et g(x) = ;ri% apx™. Comparer R et R'.

3) (&) (Mines) On suppose que »_ ag,2" et > ag,+12" sont de rayons Ry et Rj.

Exprimer le rayon R de la série entiére > a,2™ en fonction de Ry et Rj.

4) (&) Soient deux réels strictement positifs a et b. Soit (uy)nen vérifiant |u,42| < alups1| + b |uy|.

Montrer que la série entiére » | u,z" est de rayon de convergence R > 0.
a A

5) (&) (Mines) Montrer que > —7:2” et > —72" ont méme rayon de convergence, ot A, = > _}'_ a.
n! n!

Développement en série entiére

1
6) (&) (Mines) Montrer que f : z +— ST PR est DSE en 0.
n

n=1 1,2
Indication : On a f(z) = g(x?), avec g(y) = %9 2 Jinz- On vérifie gP(y) = (=1)P > W

Donc sup,¢ g ‘%’;g(p)(y)‘ < :i‘i BP. Donc Vy € [0,1], g(y) = Z:“{ %‘:g (0). Donc f DSE et R > 1.

7) (&%) (X) On considére f: z+—— x:): , prolongée par continuité en 0.
e [e—
a) Déterminer le DLy(0) de f.

b) Montrer que f est de classe C*°.

1

c¢) Montrer que f est DSE au voisinage de 0 et que les coefficients de f sont rationnels.
7) bis) Soit (an)nen la suite définie par ag = 1, et Vn > 1, a, + > 1, k' =0,
a) Montrer que le rayon de convergence R de la série entiére > a,2" vérifie R > 1.
2
T 1ter
¢) En déduire que tan est DSE au voisinage de 0.

b) Montrer que pour |z| < R, Y770 an2"

8) (%) a) Montrer que f(z) = exp(—3z?) [, exp(3t?) dt est DSE en 0 sur R.

—1)"2"n!
b) Montrer que Yz € R, f/(z) + xf(z) = 1, et en déduire f(z) = > w:p%ﬂ.
n !

Développement en série entiére (méthode de 1’équation différentielle)
9) (%) (Mines) On considére f(z) = >0 (2;:)33”

Déterminer le rayon de convergence de f. Calculer f en utilisant une une équation différentielle vérifiée par f.
Calculs de sommes

10 (&) Pour z € [0, 1[, montrer que ZneNxL\/ﬁJ converge, et calculer f(z) = > 2l

Indication : Pour calculer f(z), justifier d’abord que f(z) = >°720(2k + 1)2*

11) (&) (Centrale) Soit p € N tel que p > 2. Montrer que S, = :S; (Z)_1 converge, et que S, =

_p_
p—1°
Indication : Noter que f®)(z) = %eth < p, f¥)(0) = 0, et utiliser Taylor-Lagrange avec reste intégral.

4n

12) (&%) Déterminer le rayon et la somme f(z) de la série entiére > 7% (Z I et calculer f(x).
n)!

Séries entiéres et suites définies par récurrence



13) (&) Soit 7 un entier > 2. Pour n € N*, on note a, le nombre de mots de n lettres sur l'alphabet {0,1} ne

contenant pas r zéros consécutifs. On pose ag = 1. Soit [ : x +—— +f% anx"

a) Montrer que le rayon de convergence de f est > 0.

b) Trouver une relation de récurrence entre les a,,.

Indication : Montrer que Vn > r, a, = ZS 0 On—s—1 €t Vn <r, a, = 2".

c¢) Trouver une expression de f(z).

14) (&) (Mines) On considére ag = 0, a; = 1 et Yn € N*, ap49 = apt1 + 2a, + (—1)".
Montrer que le rayon de convergence de f est > 0. Calculer f(z).

15) (&) (Centrale) On considére ug =0, ug =1 et Yn € N*, w1 = Uy + Up—1.

Déterminer le rayon de convergence R de ) u,2", et exprimer F(z) = :o% up 2" par une fraction rationnelle.

Utilisation des séries entiéres dans la résolution d’équations différentielles
16) (&) Les deux questions sont indépendantes.

a) Montrer que toute solution de (F) : y” + zy = 0 est développable en série entiére.

b) Déterminer une solution non nulle ¢ de (E) : zy” + ' + y = 0 développable en série entiére.

Exprimer une base des solutions de (E) sur ]0, +oo[ a I'aide de ¢ (méthode de I’abaissement du degré).
Utilisations des formules de Cauchy

17) (&) Soit > a,z" une série entiére de rayon de convergence R = +oc..
Y

On pose f(z) = :O% an,2". Montrer que si f est bornée, alors f est constante.
Etude des fonctions définies par une série entiére et étude aux bords du disque

. o0 1
18) (%) () Exprimer § = 3% (8n + 1)(8n +5)

ln]l Y|

a l'aide d’une intégrale.

19) (&) On considere f(z fo

L’application f est-elle continue en :B =17 est-elle dérivable 7

dy. Montrer que f est DSE en 0, et préciser son rayon de convergence R.

20) (&) (ENS) On considére f : z —s 310 20,

a) Déterminer le rayon de convergence de f.

b) Déterminer la limite de f(t) lorsque le réel ¢ € [0, 1] tend vers 1.
¢) On considére z = e2™/4 yne racine de 1'unité, avec p € Z et ¢ € N*,
Déterminer le comportement de f(tz) lorsque ¢ € [0, 1] tend vers 1.

21) (&) (X-ENS) Soit (by,)nen une suite réelle strictement positive telle que > b,z™ est de rayon de cv R = 1.

On suppose de plus que En o bn = +oo.

a+ar+..+a
" = X € R. Montrer que limy, 400 otat..+adn =

a) Soit (an)nen une suite réelle telle que lim,— 4o

E bo+b1+ ...+ b,
b) Montrer que le rayon de convergence de > a,x™ est > 1.
+oo
anx™
¢) Montrer que lim, ,,- &=8=0"""_ _
) q T—1" Z+OO bn{IZn

Unicité des séries entiéres

22) (X) Montrer qu'il existe une unique série entiére f telle que Vn > 2, f(1) = L.
n 1+n



