Oraux. Série n°27 Séries de fonctions

Continuité et régularité

1) (&%) a) Montrer que f :z — > est définie et continue sur ]0, 4+-o00].

n=1 14+

T w2

Montrer que f(z) ~ o quand z tend vers 07 et que f(z) ~ 62 quand z tend vers +o00.
x x

b) (Mines) Montrer que f : @ +— > 12 s
n? + nx

Déterminer un équivalent de f(z) quand x tend vers 0 et un équivalent lorsque = tend vers +oo.

est définie et continue sur [0, +o00].

1 1
2) (&) (extrait écrit Centrale) On considére f(z) = > 29 <k T k:> .
x

a) Déterminer 1’ensemble de définition D de f.

b) Montrer que f est de classe C* sur D. Préciser la monotonie de f.

c¢) Calculer f(n) pour tout n € N*. En déduire un équivalent de f en +oo.

_1)n
3) (&) (Mines) a) Montrer que f : 2 — > %9 ( +) est définie et de classe C! sur R\ Z~.
n+z

Préciser la monotonie de f sur ]0, +ool.
b) Pour z > 0, déterminer une relation entre f(z) et f(x + 1). En déduire un équivalent de f(x) en +o0.

c¢) Déterminer un équivalent de f(z) en 0.

+o0 (_1)11 dt
n=0 fO
pn+1 1+4tp

4) (&) Montrer que

n=1

5) (&) (Mines) a) Déterminer le domaine de définition de f : 2 +—— 3.7 (=1)""11n (1 + E) .
n

b) Etudier la continuité de f. Montrer ensuite que f est de classe C?.

¢) Montrer que Vz €]0, +oo[, f'(z fo 1+1¢

d) Donner un équivalent de f en 07 et en +oo.

Equations fontionnelles

6) (&) Soit 0 < g < 1.

a) On considere f(z) =[[;_;(1— ¢"x). Montrer que (f,)nen converge sur [0, +oo| vers une fonction continue f.
b) Montrer que f est 'unique fonction continue sur [0, 4o0o| vérifiant f(0) =1 et Vx € R, f(z) = (1 — qx) f(qz).
7) (&%) (Mines) Soit fo : R — R continue. On définit (fy)nen par furi1(z) = [ fa(t)

Montrer que Y f,, converge normalement sur tout segment. Calculer F(x)

Etude de convergence

8) (&) (X) Soit f :[0,4+o00[— R de classe C*. On suppose que f0+°o f(t) dt existe et f’ intégrable.
a) Montrer que f converge vers 0 en +o0.

b) Montrer que la série de fonctions 370 f(z + n) converge uniformément sur tout intervalle [a, +o0|.

1
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a) En considérant Y (f,.1 — fn), montrer que la suite (f,,)nen converge simplement vers une fonction de classe C*.

b) Calculer fo ) dx.

9) (&) (Centrale) On considere Vo > 0, f,(x) =

10) (&) (Centrale) Soit f: [0,1] — R de classe C2.



Donner une CNS pour que ) t" f(t) converge normalement sur [0, 1].

Remarque : 11 est plus léger de considérer (via z = 1 —t) le probléme équivalent pour » (1 — z)"g(x).



