
Oraux. Série no26. Indications

Exemples d�études de suites de fonctions

1) a) On a sup fn = fn( n
n+1) � n

��1e�1, car (1� 1
n + o (

1
n))

n � e�1: D�où la NCS : � < 1:

b) Se déduit de a) par changement de variable x = (cos �)2:

2) Par Taylor-Lagrange à l�ordre 2, on a : 8u � 0, 0 � ln(1 + u)� u � 1
2u
2:

Donc 0 � f(x)� fn(x) � e�x
�
1� en ln(1+x=n)�x

�
� e�x(1� e�(1=2n)x2), car n ln(1 + x

n)� x �
1
2nx

2:

On choisit une suite (un)n2N telle que limn!+1 1
2nx

2
n = 0 et limn!+1 xn = +1, par exemple xn = n1=3:

On a 8x 2 [0; xn], 0 � f(x)� fn(x) � (1� e�(1=2n)x
2
n)! 0: Et 8x � xn, 0 � f(x)� fn(x) � e�xn ! 0:

Donc sup[0;+1[ jfn � f j � max(1� e�(1=2n)x
2
n ; e�xn)! 0 lorsque n! +1.

Autre solution : On �xe ". Pour x � a assez grand, e�a � ", donc 8x 2 [a;+1[, 0 � f(x)� fn(x) � ":

Pour n � n0 assez grand, (1� e�(1=2n)a
2 � " (car la limite vaut 0 pour n! +1).

Donc pour n � n0, (f � fn) � " sur [0; a], donc sur [0;+1[: D�où le résultat : limn!+1 sup[0;+1[ jfn � f j = 0:

3) Posons Jp = f0; 1p ;
2
p ; :::;

p�1
p ; 1g: L�ensemble Jp est �ni.

Soit " > 0. Justi�er que pour n assez grand, 8x 2 Jp, jfn(x)� g(x)j � ". En déduire kfn � gk1 � "+ 2Kp :

3) bis) Remarque : Contre-exemple lorsque f n�est pas supposée continue : fn(x) = xn sur [0; 1].

Soit " > 0: Montrer qu�il existe une subdivision � = (x0 = 0; x1; :::; xp�1; xp = 1) de [0; 1] telle que 8k 2 [[1; n]],

jf(xk)� f(xk�1)j � ": Montrer qu�il y a convergence uniforme sur J = fxk, k 2 [[0; n]]g: il existe donc n0 tel que

8n � n0, 8k 2 [[0; n]], jf(xk)� fn(xk)j � ":

En déduire que sup[0;1] jf � fnj � 3":

Normes

4) a) Noter que si f s�annule sur une partie dense, f est nulle partout (par continuité).

b) Considérer les valeurs minimales et maximales de '2='1:

c) Prendre fn(x) = (1� x)n. Alors kfnk1 � 1
n et kfnk2 �

1
n2
, donc k k1 = k k2 n�est pas majorée.

Utilisations de Stone-Weierstrass

5) a) I�(f) =
1

i�

�
f(t) ei�t

�b
a
� 1

i�

R b
a f

0(t) ei�t dt. Donc jI�(f)j �
M

�
, où M = jf(a)j+ jf(b)j+

R b
a jf

0(t)j dt:

b) Soient (x0; x1; :::; xn) une subdivision de [a; b]. On suppose 'j]xk�1;xk[ = ak.

Alors I�(f) =
Pn
k=1

1

i�

�
ak e

i�t
�b
a
, donc jI�(f)j �

M

�
, où M =

Pn
k=1 2 jakj :

c) Soit " > 0. Il existe ' fonction en escaliers telle que sup[a;b] jf � 'j � 1
2":

Le point essentiel est de noter que 8� > 0, jI�(f)� I�(')j � 1
2": On a ainsi une majoration uniforme en �.

Par b), on a pour � assez grand, jI�(')j � 1
2", d�où jI�(f)j � jI�(f)� I�(')j+ jI�(')j �

1
2"+

1
2" = ":

Donc lim�!+1 I�(f) = 0:

6) En retranchant m, on se ramène au cas m = 0: Dans ce cas, G est continue 1-périodique, donc bornée.

En intégrant par parties, on a
R 1
0 f(t)g(nt) dt =

1
nf(1)G(n)�

1
n

R 1
0 f

0(t)G(nt) dt, où G(x) =
R x
0 :g:



Donc
���R 10 f(t)g(nt) dt��� � K

n , avec K = sup jGj (jf(1)j+
R 1
0 jf

0(t)j dt): Par pincement, limn!+1
R 1
0 f(t)g(nt) dt = 0:

6) bis) Se ramener au cas où v est de moyenne nulle. Noter que si u est C1, utiliser IPP:

Dans le cas général, approcher u par des fonctions en escaliers associée à une subdivision de pas Tn :

7) a) Par linéarité,
R 1
0 P (t)

2 dt = 0 : en e¤et, P est orthogonal aux Xk, donc à tout polynôme de Rn[X]:

b) En e¤et, par linéarité, f est orthogonale à tout polynôme P : On a 8P 2 R[X],
R 1
0 P (t)f(t) dt = 0:

Or, par Stone-Weierstrass, il existe une suite (Pn)n2N de polynômes telles que limn!+1 kf � Pnk1 = 0:

On obtient alors aisément
R 1
0 f(t)

2 dt = limn!+1
R 1
0 Pn(t)f(t) dt = 0: Donc f est l�application nulle.

8) a) Utiliser la linéarité de l�espérance.

b) Utiliser l�interpolationd e Lagrange : pour tout a, il existe un polynôme P tel que P (a) = 1 et P (b) = 0 pour

toute autre valeur prise par X ou Y . Déduire de a) que P (X = a) = P (Y = a):

c) Utiliser le th. de Stone-Weierstrass :

il existe une suite de polynômes (Pn)n2N dé�nis sur [0; 1] telle que limn!+1 kf � Pnk1 = 0:

On a alors limn!+1E(Pn(X)) = E(f(X)), car jE(f(X))� E(Pn(X))j � E(kf � Pnk1) = kf � Pnk1 :

d) Il su¢ t de choisir une fonction a¢ ne par morceaux (fonction triangle) et la restreindre si nécessaire à [0; 1] dans

le cas où [a� "; a+ "] n�est pas inclus dans [0; 1]:

On a sup jf"j = 1 (il est important pour laz suite que cette valeur soit uniformément majorée en ").

On a jE(f"(X))� P (X = a)j � P (X 2 [a� "; a+ "] et X 6= a):

Or, par continuité décroissante, lim"!0;">0 P (X 2 [a � "; a + "] et X 6= a) = P (X 2 ;) = 0 : en e¤et, on considère

une suite ("n)n2N convergeant vers 0, et on note que \+1n=0 ([a� "n; a+ "n] n fag) = ;:

Théorème de Stone-Weierstrass

9) a) jE(f(Xn))� f(x)j = E(jf(Xn)� f(x)j) � k E(jXn)� xj) � k
p
V (Xn):

b) Considérer Pn(x) = E(f(Xn)) =
Pn
k=0

�
n
k

�
xk(1� x)n�kf

�
k
n

�
:

d) Considérer g : [0; 1]! R g(�) = f(a+ �(b� a)) et kQn � gk ! 0 et Pn(x) = Qn(x�ab�a ):

e) Considérer (Qn)n2N telle que limn!+1 kQn � f 0k1, et considérer Pn(x) =
R x
a Qn(t) dt:

Régularisation par convolution

10) Les gn sont bornées, d�où l�existence de
R
R f(t)gn(x� t) dt, car f(t)gn(x� t) = O�1(f(t)):

Ensuite, on �xe x, et on utilise :

jFn(x)� f(x)j �
R
R jf(x� t)� f(x)j gn(t) dt � 2 supjtj�� gn(t)

R
Rn[��;�] jf j+ supjtj�� jf(x� t)� f(x)j

R
[��;�] gn:

Soit " > 0. Par continuité de f en x, il existe � > 0 tel que supjtj�� jf(x� t)� f(x)j � 1
2".

On a 2 supjtj�� gn(t)
R
Rn[��;�] jf j � 2 supjtj�� gn(t)

R
R jf j �

1
2" pour n assez grand. lorsque n! +1. Conclure.

Uniforme continuité

11) Soit " > 0: Il existe ' en escaliers telle que kf � 'k1 � ":

On a jf(x)� f(y)j � j'(x)� '(y)j+ 2 sup jf � 'j � j'(x)� '(y)j+ 2":

Pour jx� yj < � pas de la subdivision associée à ', j'(x)� '(y)j � 2": En e¤et, ' admet au plus un saut sur [x; y]

en un point z, et jlimz+ '� limz� 'j � jlimz+ '� f(z)j+ jf(z)� limz� 'j � 2":

Donc, 8(x; y) 2 I2, jx� yj < �) jf(x)� f(y)j � 4": On en déduit que f est uniformément continue.



12) Soit p 2 N�. On pose Jp = f0; 1p ;
2
p ; :::;

p�1
p ; 1g: L�ensemble Jp est �ni.

En déduire que limn!+1 supJp jfn � f j = 0, c�est-à-dire que (fn)n2N converge uniformément vers f sur Jp.

En utilisant le fait que les fn et donc f sont croissantes, on a kfn � fk1 � supJp jfn � f j+ �(f;
1
p) :

En e¤et, pour tout x 2 [k�1p ;
k
p ], on a fn(

k�1
p ) � fn(x) � fn(

k
p ) et f(

k�1
p ) � f(x) � f(

k
p ).

Donc jfn(x)� f(x)j � max(fn(kp )� f(
k�1
p ); f(

k
p )� fn(

k�1
p )) � supJp jfn � f j+

�
f(kp )� f(

k�1
p )
�
:

Soit " > 0. Par le th de Hiene (cf 11)), il existe p tel que �(f; 1p) � ".

Pour n assez grand, supJp jfn � f j � ", donc pour n assez grand, kfn � fk1 � 2". D�où le résultat.


