Oraux. Série n°19. Algébre linéaire
Familles libres, bases

1) (&) (X, Mines, Centrale) Soient F' et G deux sev stricts de E. Peut-on avoir E = FUG ?

2) (&) Soient des entiers naturels p < n. Pour X € K", on pose Y = (z;)1<i<p. Ainsi, X = <}Z/> .

Soit (X;)1<j<n une base de K™. Montrer qu’il existe J C [1,n] telle que (Yj);cs est une base de KP.

3) (%) (X) Soient a # b et n € N. On pose Py = (X — a)*(X — b)"*. Montrer que (Py, ..., P,,) est libre.
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4) (&) (Centrale) Soient ay, ..., a, des réels positifs distincts, et fr, : R - R = +— P rat
z? 4 ai

Montrer que (fi, ..., fn) est libre dans C°(]0, +-o0[, R).

5) () (X) Soient E et F' deux ev de dimension finie. Montrer que tout supplémentaire S de {0} x F' dans E x F
est de la forme {(z, f(x)), z € E}, ou f € L(E, F).

Dimension et rang

6) (&) Soient u,v € L(E). Montrer que rg(uov) =rgv —dim(ImvNKeru) et [rgu —rgov| <rg(u+v) <rgu+rgo.
7) (&) (Centrale) Soient n,p > 3. Calculer le rang de la matrice A € M,, ,(R), ot a;; = (i +j — 1)2.

Remarque : Cas général : ot a;; = (z; + y;)°.

8) () (X) Soient A € M, ,(K) et B € M, 4(K). On note (K?)" le K-ev des matrices lignes M ,(K).

a) On suppose que les colonnes de B engendrent KP. Montrer que rg(AB) = rg(A).

a) On suppose que les vecteurs lignes de A engendrent (KP?)*. Montrer que rg(AB) = rg(B).

9) (&) Soit (z1,x2, ..., x,) une famille d'un K-ev E. Montrer que rg(z; — x;)1<icj<n < (n —1).

10) (&) (X) Soit F un K-ev de dimension finie n, et Hy des hyperplans de E.

a) Proposer une minoration (optimale) de dim(H; N Hy N ... N H,y,).

b) Méme question pour dim(F; N Fy N ... N Fy,), en posant di = dim Fy.

¢) Donner une condition sur m et p assurant Iexistence d’un vecteur non nul commun aux Fj, avec 1 < k < m.

11) (&%) (X) Soient E et F' deux ev de dimensions n et p, e = (ey, ..., e,) base de E et e = (f1, ..., fp) base de F.

a) Montrer que (e; — e1)2<i<p est une famille libre.
b) Donner une base de E x F ainsi que sa dimension.

c) Soit G le sev de E x F' engendré par les (e;, fj), avec (7,7) € {1,...,n} x {1,...,p}. Déterminer dim G.
12) (&) Soit A € M,, ,(K). Montrer que rg A est 'ordre maximal des sous-matrices carrées inversibles de A.

Matrices équivalentes
13) (&) Montrer que la matrice nulle est la seule matrice A € M,,(K) telle que VM € GL,(K), tr(AM) = 0.
14) (&) (X) a) Soit M € M,, ,(K) de rang r. Montrer qu'il existe des X; € K" et Y; € KP telsque M = I_, X;V;T.

b) On suppose M = >"7_, X,;Y;I. Montrer que r < s.



Théoréme du rang

15) (&) Soient a et b des réels distincts, et f : [a,b] — R de classe C*.

a) Montrer qu’il existe un unique P € R3[X] tels que P(a) = f(a), P(b) = f(b), P'(a) = f'(a) et P'(b) = f'(b).
16) (&) (Centrale)

a) Soit P € R[X] tel que P(X)+ P(X + 1) = 0. Montrer que P = 0.

b) Montrer que pour tout n € N, il existe un unique P, € R[X] tel que P(X)+ P(X +1) = X",

c¢) Trouver une relation entre P! et P,_1. En déduire une formule récursive définissant (P,)nen.

17) (&) Soit F un K-ev de dimension finie n, et soient f et g € L(FE).

a) (X) Montrer que dim(Ker(f o g)) < dim(Ker f) + dim(Ker g).

b) (Centrale) On suppose fog=0et f + g € GL(E). Montrer que rg f +rgg = n.

18) (&) a) Soit u € L(E). Montrer que si rg(uP) = rg(uP*?), alors pour tout k > p, rg(u¥) = rg(uP).

b) On suppose u nilpotent non nul. Montrer que rgu? < rgu.

c¢) En déduire qu’il n’existe aucune matrice A € M3(C) vérifiant A? =

S O O
O O =
O = O

Formes linéaires

19) (&) (X) Soient ag,ai, ..., a, des réels disticnts.
Montrer qu’il existe (co, ..., ¢;,) € R"! tel que VP € R, [X], fol P(t) dt = >} ciP(ak).

20) (&) a) (Centrale) Soient f et g : E — K deux formes linéaires indépendantes.
Montrer qu’il existe = et y vecteurs de E tels que (f(x), f(y)) = (1,0) et (g(z),9(y)) = (0,1).

b) Généralisation : Soit (fi, ..., fn) une base de E*. Montrer qu’il existe une base (z1, ..., z,) de E telle que fi(e;) = ;5.
Systémes linéaires et opérations élémentaires

21) (&) (X) Soient A € GL,y(K) et M = <%‘%) € M,,(K). Montrer que rg(M) = p +rg(C).

22) (&) (Mines) Soient A et B € M, (C). Résoudre M + (tr M)A = B d’inconnue M € M,,(C).

23) (&) (X) Matrices a diagonale dominante.

Soit A € M, (C) telle que Vi € {1,2,...,n}, 377 |ai;| < 1. Montrer que I,, — A est inversible.

Applications linéaires

24) (&) (Mines) Lemme de factorisation. Soient E, F' et G des K-ev de dimension finie.

Soient f € L(E,F) et g € L(E,G). Montrer que Ker f C Kerg < 3h € L(F,G), g=ho f.

25) (&) (X complété) Soit f € L(E), avec dim E = n. On suppose f nilpotent, c’est-a-dire f = 0.
a) Soit € E non nul. Montrer qu’il existe p € N tel que fP(x) =0 et fP~1(z) # 0.

b) Montrer que (z, f(z),..., fP~1(z)) est libre.

c) On suppose rg f = n — 1. Montrer qu'il existe z € E tel que (z, f(x),..., f*~(z)) est une base de E.



Projecteurs

26) (&) Montrer que pour tout projecteur p, on a trp = rgp.

27) Soient V un ev de dimension finie et f € £(V'). Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :
i) lexiste € L(V,Im f) et i € LAm f, V) tels que f =io7 et moi = Idpy ¢.

i) fof=Ff.

28) (&) On note S, le groupe des permutations de {1,...,n}. Soit o € S,.

a) Rappeler le cardinal de S,,. Montrer que pour tout 7 € Sy, ¢, : S, — S, 7+ 700 est bijective.

b) Soit (e1, ..., en) une base de R". On note f, 'application linéaire de R™ telle que Vi € [1,n], fo(ei) = e ()-

Montrer que p, = % > ves, Jo est un projecteur et donner ses caractéristiques.

29) (&) (X) Soient p et ¢ € L(F) des projecteurs qui commutent.

Montrer que f =poget g=p-+ qg— poqsont des projecteurs. Déterminer leurs images et leurs noyaux.

30) (&) (Centrale) Soient f et g € L(E), avec dim E'=n. On suppose rg f +rgg <mnet f +g=1d.

Montrer que Im f & Im g = E et que f et g sont des projecteurs.

Remarque : Se généralise & une famille d’endomorphismes vérifiant Y & rg fi <net > f; =Id.

Espaces de matrices

31) (%) a) On note Ej; les matrices canoniques de M,,(K). Calculer EyE;j, Ej;Ey;, EijEj; et EjEyj pour i # j
b) Montrer que les formes linéaires ¢ sur M, (K) telles que p(AB) = ¢(BA) sont les Atr.

32) (&) (Mines) Soit A € M, (K). On consideére ¢4 : My (K) — My (K) M — AM.

a) Déterminer la matrice de ¢4 dans la base canonique (E;;). En déduire rg ¢4 = nrg A.

b) Déterminer det ¢4 et en déduire det )y g, ot Y4 g : Myp(K) — Myp(K) M +—— AMB.

Remarque : On peut retrouver le résultat du a) en se ramenant au cas A = J,.

33) (&) Soit A € M,,(K) de rang r.
Déterminer dim{B € M, (K) | AB = O}, dim{B € M,,(K) | BA = O} et dim{B € M, (K) | ABA = O}.



