Oraux. Série n°18. Indications

HI,=1= ﬁ F(3)e ™ du, et utiliser ‘f(%)| e~ < Mep¥/me= < Me~"/? = p(u) pour n > 2p.

Variante : Poser f(t) = g(t)ePt, pour se ramener au cas o g est bornée. On obtient I,, ~ & El)

2) a) le7™ fO)] < [f()] et ¥t > 0, limg oo €™ f(1) =
b) Par IPP, [~ f(t) dt = L(F(0) =4 f(4) + 1 [l et £t
Or, f est bornée, car [f(A)| < [f(0 |+f0 IF'@)] dt < |FO)] + [7|£].

f et f(¢) dt, et par a), g(z) = L9 4 Looo(l) ~ £(0)

T x

On a donc g(z)

¢) Considérer g(z) comme la valeur moyenne de f(t) pondérée par ze '*.

On peut aussi couper la somme en 2, et appliquer a) a la restriction sur un segment.

Remarque : On ne peut appliquer ici simplement la convergence dominée a g(z) = 1 e f(%) du
- ) U . 1 n U\ " U
3) Premiére méthode : En posant t = (1 — 7), on obtient I, = —J,, avec J, = |, (1 — f) f (1 - 7) du.
n n n n

Par convergence dominée, on obtient lim,,_, o J, = 0+°° e f(1) du=f(1).

1—3>nf<1—%) si u € [0,n)

Remarque : On applique la cv dominée aux fonctions g, (u) = ( n
0siu € [n,+o0]

Variante : Avec x =¢", on a I, = fJ et J, = f Un (/™) de — f(1).

On utilise comme fonction de domination ¢(z) = sup |f| car ¢ intégrable sur |0, 1].

Interprétation en termes de transformée de Laplace et méthode variante : On a I,, = fol eIt f(t)dt

+o0o _nu

u
0 e

Avec u = —Int, c’est-a-dire t = e~ ¥, on obtient I,, = g(u) du, avec g(u) = f(e “)e ™.

Seconde méthode : Intégrations par parties; Permet d’obtenir un DA a tous ordres.

3) bis) Indication : (i) I, < M™; (ii) 3a >0, I,, > aM"
(iii) Utiliser f(u/n)™ — e~** et on pourra justifier qu’il existe p > 0 tel que f(z) < (1 — pz), d'ou f(u/n)" < e Hv.

<I

4) a) Le plus simple est d’utiliser I,, + I;,11 + T2 = +1) <I,< 3(n 55

1
o et d’en déduire 3T
Une autre solution est d’intégrer par parties. On pourrait aussi utiliser la ¢cv dominée avec u = z".

b) cf méthode de Laplace : Effectuer le changement de variable z = %.

1
5) a) Montrer que I,, = 01 1(1 —x) dx = 5 bar convergence dominée (par 1).

1 1 1 11—£K n 1 1]_—u1/” n
OnaIn—§:f0(1—m) <1—m”_1> de = [j . x dxzwﬁ o ———— ut/" du.

— " 1—u
—ul/m 1 1
On utilise la domination ——— < 1, et on en conclut que I,, — = ~ —.
1—u 2 n
1 u +o0 400 1 772
b) OnaJ n KT“ aVeCK fl m d’u,—>f0 eu—l du: nzlﬁzg.

On utilsie ici la fonction de domination (1 + u/n)™ —1 > M 3 > 5 u pour n assez grand.



Pondérations convergeant vers un Dirac

6) a) Effectuer le changement de variable t = i, et utiliser fOJrOO exp(—z?) da = /7.

vn

b) Une majoration grossiére permet de conclure : noter que f,(z) < ul (1 —a%)m.

n

Exemples de recherche d’équivalents dans les séries

1 1

7) On pose g,(z) = T On a g, (z) ~ ey d’ou Dexistence f(x).
+oo _ N\~ too 1

Pour tout a > 0, on a Y/ 7 SUP, ¢4 400f [90(2)] = 32,23 2 < +o00.

Donc f = Z:z gn est continue par convergence normale.

+o00o 1 _71-2

b) En +o0, on a lim, oz f(z) = > 75 i

En 0, on utilise une comparaison avec une intégrale : La fonction ¢ — ; est décroissante sur [1, +00[.

+ 2z

+00 dt 1 +o00 dt +o0 dt +o00 1 X t oo
< < .0 = - — dt = |1 .
h t+t2x_f(x)_1+x+f1 t+ 2z ke t+ t2x h t 14tz . 1+t

1
dt
t+t2x

On en déduit que ffoo ~o —Inz, et on en conclut par pincement que f(z) ~¢ —Inz.

n

8) a) On a < 2", d’ou la convergence pour tout z €]0,1].

T
142 —
La convergence est normale sur tout segment [0, a[, avec a < 1. Donc f est continue.

n en Inzx eftu

T
On pose © = —Inz. La fonction ¢t — =
p 1+ e—tu 1 + etu

14 zn = 1_|_en111:t'

b) On a décroit sur [0, +oo].

Lorsque x tend vers 17, u tend vers +o00.

. 0o 1 1 +o0 1 +o0 1 1 +o0 v 1H2
On obtient [ ™ ——— dt < < — — dt. O —— dt = — dv=—.
n obtient [, 1+ etu _f(m)_l—&—l_|—fO 1+ etu tJo 1+ etu w0 140 u
B In2 In2
On en conclut que lorsque x tend vers 17, f(z) ~ ——— ~

lnz 1—2a



