
Oraux. Série no18. Méthode de Laplace et recherche d�équivalents d�intégrales

1) (|) Transformée de Laplace (cas d�une fonction bornée et variante)

Soit f : [0;+1[! R continue, telle qu�il existe p 2 N véri�ant f(t) = O+1(ept):

On considère 8n > p, In =
R +1
0

f(t)e�nt dt. Montrer que In �
f(0)

n
:

2) (|) (ENS ) Transformée de Laplace (cas des fonctions intégrables)

Soit f : [0;+1[! R continue intégrable, avec f(0) 6= 0. On considère 8x > 0, g(x) =
R +1
0

e�tx f(t) dt:

a) Justi�er que g est bien dé�nie sur R+. Déterminer limx!+1 g(x):

b) On suppose f de classe C1 et f 0 intégrable. Déterminer un équivalent de g en +1.

c) Donner un équivalent de g dans le cas général.

3) (|) Moments d�une fonction f : [0; 1] continue, avec f(1) 6= 0. Déterminer un équivalent de In =
R 1
0
tnf(t) dt:

3) bis) (Centrale) Soit f 2 C1([0; 1];R+). On pose M = sup f et � = f 0(0). On pose 8n 2 N, In = n
R 1
0
f(t)n dt:

Déterminer limn!+1 In dans chacun des cas suivants : (i) M < 1, (ii) M > 1, (iii) f(0) = 1 et f 0 < 0:

4) (|) a) (X ) Déterminer la limite et un équivalent de In =
R 1
0

xn

1 + x+ x2
dx:

b) (X ) Déterminer la limite et un équivalent de In =
R 1
0

1

(1 + x+ x2)n
dx:

5) (|) On pose In =
R 1
0

dx

1 + x+ x2 + :::+ xn�1
et Jn =

R +1
1

dx

1 + x+ x2 + :::+ xn�1
:

a) (Mines) Déterminer limn!+1 In = L, puis déterminer un équivalent de (In � L).

b) (X ) Montrer que Jn �
�2

6n2
.

Pondérations convergeant vers un Dirac

6) (|) (X-ESPCI ) a) On pose un =
R 1
�1(1� t

2)n dt. Déterminer limn!+1 un et montrer que un �
r
�

n
:

Remarque : On suppose connu
R +1
0

exp(�t2) dt = 1
2

p
�:

b) On considère fn(x) =
1

un

R 1
x
(1� t2)n dt. Montrer que 8x 2]0; 1], limn!+1 fn(x) = 0:

c) Représenter l�allure du graphe de F : x 7�!
R x
0
(1� t2)n dt pour n grand.

d) Soit ! : [�1; 1]! R continue. Déterminer limn!+1
1

un

R 1
�1(1� t

2)n !(t) dt:

Exemples de recherche d�équivalents dans les séries

7) (|) On considère f :]0;+1[! R x 7�!
P+1

n=1

1

n+ n2x
:

a) Montrer que f est bien dé�nie et continue.

b) Déterminer un équivalent de f(x) quand x tend vers 0+ et quand x tend vers +1.

8) (|) (Mines) On considère f : [0; 1[! R x 7�!
P+1

n=1

xn

1 + xn
:

a) Montrer que f est bien dé�nie et continue.

b) Déterminer un équivalent de f(x) quand x tend vers 1�.


