Oraux. Série n°17. Indications
1) b) Considérer [a,b] C +00, et ¢, (t) = (Int)Pt* e~ si t €]0,1] et (Int)Pt> et sit > 1.

¢) On a (InT)'(z) = 1;((;”)) et (InT)"(z) = %&;FW (et utiliser Cauchy-Schwarz).

Pour prouver que (InT)/(z) ~4o0 Inz, utiliser (InT)(z + 1) — (InT)'(z) = 1 et justifier avec soin.

2) On a F"(z fo cos(tz)e™t dt = 2,etF(O):F/(O)zo.

Donc F(z) = fo arctan(x) dx = xarctan(x) — 11In(z? + 1) obtenu en intégrant par parties.

Solution :
1 — cos(t t 0?
Avec f(t,z) = C;S(x) e”',ona %(t z) = smi x) et Té(t x) = cos(tx)e”!, qui sont continues en .
On a t — f(t, x) intégrable (pour tout z), Vz € [—a,al, ﬁ(t x)‘ < ae” (t :1:)‘ <e .
On en déduit que F est de classe C2, et F"(x fo cos(tw)e™t dt = Re(fJroo —(1- ”)t dt) ( ) 1+7'

D’autre part, F((0) =0 et F'(0) = 0+°° or (t 0) dt = 0. D’out F'(z) = arctan(z) et F(z) = zarctan(z) — 1 In(z%+1).

3) Justifier que D =]0, +oo[. Justifier que f'(z) =t*~"1(t - 1) =

sin(xt oF t t
0 Avee Fat) = 5 ona )| = o eoston] < 1
On a sm( ) = Z o2 sin(x t)e~™. Pour pouvoir appliquer le théoréme ITT, noter que ’sin xt) e_"t} < gte ™.
1
En effet, la meuoratwn}sm (zt)e™ ™| < e ne permet pas de conclure, car f0+ e dt ==
n’

5) a) La fonction intégrée tend vers (b —a) en t = 0T et est en O (e™%).

Montrer que f/'(z) = Re (z f0+oo eliz—a)t _ piz=b)t dt> =i~ e

¢) La fonction ¢(t) = (e7% — =)/t est dérivable (et méme DSE en 0), et on a ¢/(t) = O1o0(e™).

Donc par IPP, f(z) < % TN (¢ dt, d’ott (cf preuve du lemme de Lebesque) limy 400 f(2) = 0. Donc k = 0.
z JO ¥

6) f'(x) = [ ite o’/ 2eit dt = —Z f(a).

7) Le plus judicieux est d’effectuer dés le début un changement de variable affine.

a) Posons M =sup f. On a Pi(z) = \/% [T exp (—3u?) flx + tu) du.

On a fj;o exp (—1u?) du = v2r. Donc |Py(z)| < sup|f].

On peut appliquer le th sur les intégrales paramétrées, et on a Pt(k) (z) = \}% fj;o exp (—%uQ) f) (x + tu) du.
On peut appliquer le th de cv dominée en +o00, en considérant la domination par ¢(u) = M exp ( 1 2)

b) On a a nouveau par convergence dominée : limy_, o Pi(z) = \/%7 fj;o exp (—3u?) f(z) du= f(x).

¢) On trouve g¥)(0) = \/% fj;o exp (—3u?) u” F#(0) du = Cy f*)(0), ou Cy = \/% fj;o exp (—3u?) v du.



