Oraux. Série n°13. Indications
Suites récurrentes u, 1 = f(uy)

1) a) L’intervalle 0, +oo[ est stable par f: x —— xg(x) et on a Vx € [0, +o00], f(z) < .
Donc (un)nen est décroissante et converge vers 0, unique point fixe de f.

b) On a f(z) = z(1 — Az + o (z)) = x — Az? + 0 (2?), et par composition, u, 11 = up — AuZ + o (u2).

1 1 1+ A 1
On a donc = 5 5T = i un+0(un):f+)\+0(1).
Uptl  Up — AuZ + 0 (u2) Uy, Uy,
1 1 1 1
Donc limy,— 40 ( - > = )\, et par Cesaro, lim,_, |, — = A, c’est-a-dire — ~ nA.
Up+l  Un Ny Up

2) L’intervalle J = [cos(1), 1] est stable par cos, car cos(J) C [cos(1),cos(cos(1))] C J.
On a u, € [cos(1),1] = J et cos est k-contractante sur J, ou k = sin(cos1) < 1.

L’application & —— cosx admet sur J un point fixe ¢ € J. Donc |uy, —¢| < k™ |ug — ¢| — 0.

3) a) On considere k vérifiant |f/(0)] < k < 1. Il existe a < 0 tel que Vz € [—a, o, |f(z)] < k||

en déduire que pour tout ug € [—a, &, limy,— 4o up, = 0. Ainsi [—a,a] C V.

b) Soit z € V. Posons up41(x) = f(un(x)). On a lim,— 4o un(z) = 0.

Donc il existe n € N tel que u,(x) €] — a, af.

Par continuité de u,, (composée de n fonctions continues), on a u,(y) €] — «a, af pour y assez proche de x.

Donc pour y assez proche de z, lim,, 1o u,(y) =0, et y € V. Donc V' est un ouvert.

Suites définies implicitement

4) a) On pose fy(r) =2® + nz —n. On a f!(z) = 52* +n > 0, donc f, réalise une bijection de R sur R.
D’ou lexistence et I'unicité de x,,.

b) On note que lim,_, 4 fn(1 —¢) < 0 et que f(1) > 0.

Donc 1 — ¢ <z, < 1 pour n assez grand. Donc lim,, 4oz, = 1.

c) Posons z, =1 —¢,. On a (1 +¢,)° = ne,, donc g, ~ % Donc z, =1 — % +o0 (%)

5) a) Il suffit de vérifier que P change de signe entre —oo, 0, 1, +00. On conclut avec deg P = 3.

b) Pour tout € > 0, on a P(—¢)P(0) < 0 pour ¢ assez grand, donc a(t) €] — €,0[ pour ¢ assez grand.
D’ou limy—, 400 a(t) = 07. Avec € €]0,1[ et P(1 —¢)P(1), on montre de méme que lim;_, b(t) = 1.

On a a(t) + b(t) + c(t) = t + 3 par les relations entre coeff et racines, d’ou ¢(t) =t + 2 4+ 0400(1).



