
Oraux. Série no13. Suites et fonctions dé�nies implicitement

Suites récurrentes un+1 = f(un)

1) (|) (X ) Soit g : [0;+1[! R de classe C1 telle que g(0) = 1, et 8x 2 [0;+1[, g(x) > 0 et g0(x) � 0:

On considère la suite (un)n2N dé�nie par u0 > 0 et 8n 2 N, un+1 = ung(un):

a) Montrer que limn!+1 un = 0+:

b) Montrer que un+1 = un � �u2n + o (u2n), avec � = �g0(0). En déduire avec Cesàro que
1

un
� n�:

2) (|) (X ) On considère (un)n2N dé�nie par u0 = 1 et 8n 2 N, un+1 = cos(un):

Montrer que (un)n2N converge.

3) (|) Soit f 2 C1(R;R) telle que f(0) = 0 et jf 0(0)j < 1:

Pour tout x 2 R, on considère (un(x))n2N par u0(x) = x et un+1(x) = f(un(x)):

On dé�nit le bassin d�attraction V de 0 par V = fx 2 R j limn!+1 un(x) = 0g

a) Montrer qu�il existe � > 0 tel que [��; �] � V .

b) Montrer que V est un ouvert. Indication : Utiliser la continuité des x 7�! un(x):

Suites dé�nies implicitement

4) (|) (X ) a) Montrer que pour tout n 2 N�, l�équation x5 + nx = n admet sur R une unique solution xn:

b) Déterminer limn!+1 xn:

c) Donner un développement asymptotique à deux termes de xn.

5) (|) On considère P (x) = x3 � 3x2 + 1 + t(x� x2):

a) Montrer que P admet trois racines réelles a(t), b(t), c(t) véri�ant a(t) < 0 < b(t) < 1 < c(t):

b) Montrer que limt!+1 a(t) = 0 et limt!+1 b(t) = 1 et c(t) = t+ 2 + o+1(1) lorsque t tend vers +1.

Solution : a) Il su¢ t de véri�er que P change de signe entre �1, 0, 1, +1: On conclut avec degP = 3:

b) Pour tout " > 0, on a P (�")P (0) < 0 pour t assez grand, donc a(t) 2]� "; 0[ pour t assez grand.

D�où limt!+1 a(t) = 0�. Avec " 2]0; 1[ et P (1� ")P (1), on montre de même que limt!+1 b(t) = 1:

On a a(t) + b(t) + c(t) = t+ 3 par les relations entre coe¤ et racines, d�où c(t) = t+ 2 + o+1(1).

6) (|) (Centrale) On considère fn(x) =
Pn
k=1

xk

k
. On rappelle que limn!+1 fn(x) = � ln(1� x):

a) Montrer que pour tout n � 1, l�équation fn(x) = 1 admet une unique solution xn � 0:

b) Montrer que limn!+1 xn = 1� e�1:


