Oraux. Série n°13. Suites et fonctions définies implicitement
Suites récurrentes u, 1 = f(uy)

1) (%) (X) Soit g : [0, +00[— R de classe C* telle que g(0) = 1, et Yz € [0, +-o0[, g(x) > 0 et ¢'(x) < 0.
On considére la suite (uy)nen définie par ug > 0 et Vn € N, upq1 = upg(uy).

a) Montrer que lim,_, oo, = 07.

b) Montrer que 41 = U, — Auz + o (u2), avec A = —g’(0). En déduire avec Cesaro que uln ~ nA.

2) (&) (X) On considére (uy)nen définie par ug =1 et Vn € N, uy,q1 = cos(uy,).
Montrer que (uy)nen converge.

3) (&%) Soit f € CH(R,R) telle que f(0) =0 et |f'(0)| < 1.

Pour tout = € R, on considére (uy(z))nen par up(z) = z et upt1(z) = f(un(z)).
On définit le bassin d’attraction V de 0 par V = {z € R | limy,— o0 un(x) = 0}
a) Montrer qu’il existe o > 0 tel que [—a,a] C V.

b) Montrer que V' est un ouvert. Indication : Utiliser la continuité des  —— uy, ().
Suites définies implicitement

4) (&) (X) a) Montrer que pour tout n € N*, I’équation 2° + nx = n admet sur R une unique solution x,.
b) Déterminer lim,,_, oo T,

c¢) Donner un développement asymptotique a deux termes de .

5) (&) On considére P(z) = 23 — 322 + 1 + t(z — 22).

a) Montrer que P admet trois racines réelles a(t), b(t), ¢(t) vérifiant a(t) < 0 < b(t) < 1 < ¢(t).

b) Montrer que lim; o a(t) =0 et limy_ o0 b(t) =1 et ¢(t) =t + 2 4 0400(1) lorsque ¢ tend vers +oc.
Solution : a) 1l suffit de vérifier que P change de signe entre —oo, 0, 1, +00. On conclut avec deg P = 3.
b) Pour tout € > 0, on a P(—¢)P(0) < 0 pour ¢ assez grand, donc a(t) €] — ¢,0[ pour ¢ assez grand.

D’ou limy—, 400 a(t) = 07. Avec € €]0,1[ et P(1 —¢)P(1), on montre de méme que lim;_,;~ b(t) = 1.

On a a(t) + b(t) + ¢(t) =t + 3 par les relations entre coeff et racines, d’out ¢(t) =t + 2 + 0400(1).
k

6) (&) (Centrale) On considere fp(x) => 1, % On rappelle que lim,,— 4o fn(z) = —In(1 — z).

a) Montrer que pour tout n > 1, ’équation f,(z) = 1 admet une unique solution x,, > 0.

b) Montrer que lim,, ooz, =1 — e~ 1,



