Oraux. Série n°12. Indications

Théoréme de Cesaro

1
1) a) On a limy, ;oo (Inup+1 — Inw,) = In A, donc par Cesaro, lim,, {0 — Inu, = In .
n
En composant par la fonction continue exp, on obtient : lim,,_, (un)l/ "=\
TL

b) On pose u, = %y. On a lim, 4o Z:l = limy— 400 (1 + %)n =e. Donc L = e.

Remarque : On peut retrouver le résultat si on connait la formule de Stirling : n! ~ v2rnn"e ™.

2) a) On se rameéne au cas L = 0 en traitant d’abord le cas u,, = L, et par linéarité (de u —— v).

Lorsque u, = L, on a limy,—, o0 v, = 2L, car > _p_, 2F = 2(2" — 1),

On suppose L = 0. Soit € > 0. Il existe p € N tel que Vn > p, |u,| <e.

On coupe la somme en 2 : On a Vo > p, |v,| < 27"A+ 2¢, avec A=Y 1_, 2k, et sachant que > ohq 2k < 297

Pour n assez grand, 27" A < ¢, donc Vn > p, |v,| < 3e. Comme ¢ > 0 est arbitraire, lim,_, 4o vy, = 0.
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3) Pour z € [27,2"F1] on a

4) Ecrire a,, = a + oy, et by, = b+ f,,, avec limy, 4 o0y = 0 et limy, 1o 5,

b a
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On a |u, — ab| < Ek olBrl + —— i S o(a? + B3). Conclure avec Cesaro.

5) On pose u, = x, + %xnﬂ et x, = (—2)”yn. On obtient y, — yp+1 = (—%)”un
Commelimy, o0 Yn = 0, alors ¥, = S5 (y — Y1) = Sopoo(—3)Fup, done ,, = 3720 (—3) Fupin.
Posons u, =1+ ry, avec limy— 400 70 = 1.

1l existe m tel que Vk > m, |ry| < &, donc Vn > m, |S020(—=5) rpyn| < e 03k = 2.

On en déduit que limy,_, o0 Ty = ::Of)(—l)k = :2))

Etude de la convergence

6) o, minore {uy, k> n+ 1}, donc a,, < apq1. De méme 5, > 3,.

On a aussi ,, < u, < ay,. Les suites sont bornées car (uy,),en est bornée.

Donc (ap)nen et (B,,)nen convergent.

Si a = 3, alors par pincement, lim,_, 4o U, = @ = .

Réciproquement, supposons que limy,_, oo Uy, = L.

Soit € > 0. Pour n assez grand, u,, € [L — ¢, L + €], donc pour n assez grandm, L —e < 3, < a, < L +&.

On en déduit que o = g = L.
7) a) Utiliser ug = 1 et up+1 = /1 + up.

b) Exprimer u,, en fonction du terme v,, = \/1 + V14 ...+ V1 étudié au a).

c¢) Noter que s’il existe A > 0 tel que Vn € N, a,, < A2 alors (Un)nen converge.

Noter que s’il existe p € N tel que a, > )\(2p), alors Vn > p, u, > A.

Solution : a) On a ug =1 et up1 =1+ u, = f(uy), avec f(z) =1+ z.
La fonction f admet sur [0, 400 'unique point fixe L = % OnaVzel0,L],z < f(x) <L



La suite (up)nen est croissante et converge vers L.

b) On a u, = )\\/1 +V1+ ... ++/1, donc lim,, 4 o0 Uy, = AL, ot L est définie au a).

c¢) La suite (up)nen est croissante, car © — /a1 + \/ag + ... + v/a, + x est une fonction croissante de z.

Donc (up)nen est convergente ssi (uy,)nen €st majorée.

- S’il existe A tel que Vn € N*, a,, < A2 alors (Un)nen est majorée par la suite du b), donc est majorée.

- Sinon, pour tout A, il existe p € N tel que a), > A2 done Vn > p, u, > (ap)1/2p =\

Donc la suite (uy)nen n’est pas majorée.

Or, a, < A2 équivaut a Ina, < 2"(In ). Donc il existe A tel que Vn € N*, q,, < A2 ssilna, = O(2"), car une

suite majorée & partir d’un certain rang est majorée.

Comparaisons entre sommes et intégrales

8) On utilise la comparaison entre sommes et intégrales, ou bien les sommes de Riemann :
dt dt

-Ona ffﬁrl n <, < fpn 7 ¢ ‘est-a-dire ln(p”H) < u, < In(p), et par pincement, lim, 4o u, = Inp.
1

pn

-Onaup, =— kn—l—lk/n

= fl —, car = decrlt une subdivision réguliére de [1, p], donc lim,, 4o un = Inp.
9) Par encadrement, lim,, oo, =1 ;

Dans les deux derniers cas, comparer avec une intégrale :

h1l 1 .
limy,— 400 Up, = fo = [J8" dt = argsh1 =1In(1+ v2) et w, < [ m < Jo \/ﬁ:‘w — 0 (cv dominée).



