Oraux. Série n°4. Indications
Racines et ordres de multiplicité

1) P’ divise P ssi P’ admet n — 1 racines communes avec P, donc ssi 7 = 1, ot r est le nombre de racines de P.

Donc P = A(X — a)™. La propriété est vraie aussi sur R[X] : on se place dans C[.X].

2) a) On a 2(i — 1) = 2%/2¢37/%_ Donc les solutions sont /2e7™/4, \/2eM7/12 ot \/2¢=7i7/12,

b) Utiliser le reste de la division euclidienne de P par P’, ou bien résoudre P(z) = P'(z) = 0.

3) Noter d’abord que si z est racine de P, alors 22 est racine. En déduire que |z| = 0 ou 1.

En effet, sinon, il y a aurait une infinité de racines (les z(2") éranty alors distincts).

Noter ensuite que si z est racine, (z + 1)? aussi. En déduire que |z| = |z + 1| = 1 (cf intersection de cercles), et
i2m/3,

obtenir ainsi que z € {e e~27/3}, Comme P est réel, les deux racines conjugiées ont méme ordre de multiplicité.

Et P est unitaire (car A2 = X\ implique A = 1). Donc P = (X2 + X +1)™, avec m € N. Réciproque par calcul direct.

Degré

4) a) Par le binome, on a §(X™) = nX"~!. Par linéarité, si deg P = n > 1, alors deg6(P) = n — 1 et le coefficient
dominant vaut nA, ou A est le coefficient dominant de P.

On a Kerd = Ro[X], et par le th du rang appliqué a d, : R,[X] — R,_1[X], on a Imd,, = R,_1[X], donc
Im § = R[X]. Variante : Im§ = Vect(§(X™))pen = Vect(nX™ 1) pens = RIX].

b) L’équation §(P) = @ admet une solution Py, et les solutions sont les Py 4+ A, avec constante \ € Ker 6.

c¢) Résulte de b) : construction par récurrence.

d) Appliquer I'hypothése de récurrence a 6(P).

On obtient §(P) = 2% 6"*H(P)(0) H,(X) = §(R), ott R =>2%6"TH(P)(0) Hpi1(X).

Or, 6(P) = d(R) ssi P — R € Kerd. Donc P(X) = R(X) + k, ou k = P(0) — R(0) = P(0).

On obtient donc bien P(X) = Y72 §™(P)(0) H,(X).

Remarque : Cette formule est I’analogue (pour la dérivation discréte) de la formule de Taylor :

P(X) =378 PM(0) T,(X), ot T,(X) = L X" vérifie T}, = T}, et T,,41(0) = 0.

Remarque : On peut d’autre part expliciter les H,, appelés polyndmes de Hermite :

H,(X) = 2X(X —1)..(X —n+1). Par exemple, si deg P <2, P(X) = P(0) + P(1)X + $P(2)X (X — 1).

5) Utiliser : si z racine de P, les racines carrées le sont aussi, donc toutes ses racines 2P-iéme.

Si P admettait une racine non nulle, toutes les racines 2P-iéme de z formeraient un ensemble infini ...

Donc P(z) = AX™, et réciproquement, AX"™ convient ssi A\ = 1.

Autre solution : Ecrire P(X) = AX" + R et développer P(X)? = A2X?" + nAX™R + ... pour prouver R = 0 et
A=1.

6) 11 suffit de considérer le coefficient en X? de (X + 1)"(X + 1) = (X + 1)**t™

Division et division euclidienne

7) a) Justifier que P divise Q ssi j est racine de @, donc ssi 72" = 1 et j” # 1, donc ssi n ¢ 3N.



b) Justifier que A(X) = P(X*?) divise B(X) = Q(X*) ssi P divise Q.
Racines des polynémes réels

8) a) Etudier la fonction réelle x — P(x). Distinguer les cas p > 0 et p < 0.

b) Se ramener au cas a = 1 et b = 0 en considérant Q(X) = aP(X — «), avec a = %.

9) a) Par récurrence d’ordre 2, deg P, = n.
b) On considére z1 < ... < x,, les racines de P,. On a P,y1(zr) = —Pp—1(xg). Et Pyy1 et P,_1 ont méme signe en

+00 et ont méme signe en —oo. En déduire que P, 41 change (n + 1) fois de signe.
10) Utiliser Vx ¢ {z1,x2,...,2,}, B Pl(w) = el o

11) Considérer les racines 0 < z; < ... < 2, < 1 d’ordre impair sur |0, 1[.

Considérer Q(X) = (X — z1)(X — z2)...(X — z,) et noter que PQ est de signe constant sur |0, 1.
12) a) Utiliser P("~2) qui serait scindé si P scindé.

b) Considérer Q(z) = z"P(1), oi n = deg P. On se rameéne ainsi & la situation du a).

¢) Sinon, le polynéme P®) gerait scindé, ce qui contredit a).

Théoréme de d’Alembert-Gauss et factorisation ; relations entre coefficients et racines
13) Noter que (X —a)(X —b)(X —¢) = X? — (a+ b+ ¢c)X? + (ab+ ac + bc) X — abe.

On a nécessairement |a| = [b| = |c| =1. Or, [z| =1 1 ==

Comme @+ b+ ¢ = 1, alors on obtient ab + ac + bc = 1, donc a, b, ¢ racines de X3 — X2 + X — 1.
En conclure que {a,b,c} = {1,7,—1}.

ikm/n

14) Les racines (2n)-iéme de 1 sont 1, —1, les e ,avec 1 <k <n—1 et leurs conjugués.

Donc X" — 1 = (X — 1)(X + 1) T[}Z1 (X2 + 2 cos(2m) X + 1).

De méme, montrer que X2" + 1 = Z;é (X242 COS(W)X + 1). Pas de racine réelle dans ce cas.

15) Le polynome est de degré (n — 1) et de coefficient dominant 2n. On cherche les racines.
e? +1 B 2 cos(0/2)e?/? B

z .

On se rameéne a résoudre = e e U,, cest-a-dire z = — = . —icotan (6/2).
z—1 " e —1  2isin(0/2)ei?/2 (6/2)

On prend 0 = 2’“—“ avec 1 < k < n (ar pour ¢ = 1, il n’y a pas de solution).

On obtient (n — 1) racines distinctes. Donc P = 2n 72} (z + i cotan (E)).

16) a) Utiliser |(A + iB)(C +iD)|> = (AD — BC)? + (AC + BD)2.

b) En décomposant P en facteurs irréductibles, se ramener au cas ou deg P = 2.
Polynémes de Lagrange et interpolations

17) Chaque polynéme de degré < n est son propre polynoéme d’interpolation.
Donc Py (X) = Y1, P(\;)L;(X) pour tout P € R,_1[X]. Donc 3.7, AFL;(X) = X* pour tout k < n.
D’autre part, Q(X) = X" — (X — A1)...(X — A,) est le polyndome d’interpolation de X™ en les A;.

18) On pose Q(x) = (¢ — 1)S(x) = Y32 w* Li(x), ot Ly(x) = [[;4(x — o).



Le polynome Q vérifie donc Q(w") = w*P Ly (wF).
Or, de fagon geénérale, lorsque B(X) = [[;_;(z — o), on a B'(ax) = n[[; 44 (ar — o).
Or, les w* sont les racines de B = X™ — 1, donc Ly (w*) = B'(w*) = nw*=1 = nw*.

On en déduit que Q(w”) = nw®=Yk = R(wF), ou R = nXP-1modn,

nx(p—l)modn
Q et R sont de degré < n et ont n valeurs communes. Donc @) = R. Ainsi, S(z) = ]
o —
Remarque : De fagon générale, si @) est scindé & racines simples de racines ay, % = ZZ;(% 5,((‘;’;)) xfak

19) a) Il suffit de vérifier que deg L, < n et que L,(z) =1siz=wet 0si z € U, \ {w}.

b)OnaP =3 .y Pw)Ly(X). Ona |a;j| = B> Pw)w | < 1 wev, P(w) =ao = 1.

weUy, = n

20) Considérer u : Ry, 1[X] — R?* P +— (P(ay),..., P(ay), P'(a1), ..., P'(a,)).
Montrer que u est injective et en déduire (linéarité + dimension) que u est bijective.
Polynémes de Tchebychev et variantes

21) b) (=) L’idée est de faire apparaitre des termes de la forme ™ +¢=".
Or, on a f(t) = f(1/t), donc f(t) = 1(f(t) + f(1/1)) = >0, a;(tmil 4 ¢=Imil) . Conclure avec a).

22) cf exo 18) série n°2 (sommes)
Algébre des polyndomes et transformations algébriques

23) a) Utiliser Q(X) = X"P(+) = [[}_1(1 — X2), donc les racines de @ sont les .

2k

b) Les 2, = €27/ _1 sont les racines de P(X) = % =n+(3) X+...+ X" 1 En déduire S = —(}) /n = —251.



