Oraux. Série n°3. Indications

Racines de 'unité

1) a) On a clairement UsUy C Ujs. Noter ensuite que % — % =

L2
12°

b) 11 suffit que ¢ soit injective. Or, Fkp = §k'q [27] < 12 divise p(k — k). En déduire la CNS ; pged(12,p) = 1.
Géométrie

2) a) 22 —x + 1 car &™/3 4 7/3 =1 et /373 = 1,

b) Les points (distincts) d’affixes a, b, ¢ forment un triangle équilatéral ssi ;=% = e™/3 ou .= e~ im/3,

Donc par a), ssi (%)2 - (%) +1 =0, ce qui donne bien en développant a®> +b>+c> =a+ b+ c.

Remarque : 11 est rassurant de trouver une relation symétrique en a, b, c.

3) a) [1—az|® — |z—a?> =1+|a|?|2]* = 2Re(@z) — |2|*> — |a|® + 2Re(@z) = |a)® |2]> + 1 — |2|* — |a]*.

Done [af? [2* +1 = |2* = |a] = (1 = |z))(1 — |a]).

b) On vérifie avec a) que ¢(U) C U et ¢(D) C D. Par ailleurs ¢(z) =y ssi (z — a) = y(1 — @z) donc ssi z = =,

oll b= —a. Donc y € U lorsque z € U, et de méme avec D.

Sommes de nombres complexes

4) Posons w = €*™/"_ Ona S = Ei;é(wk)” = Zi;é(w”)p = “’71,?:11 sin ¢ pZ, et S =psip divise n.

w

p

Remarque culturelle : En fait 2" décrit U, lorsque z décrit U, ou q = pecd(pn)

. W — 1 1 1
5) a) Supposons 0 # 0 [27]. En posant w =€, on a: s, = =wh —

w—1 w—1 w-1

2 1
lw—1|  |sin(6/2)]

Donc |sy| < . Donc (sp)nen est bornée ssi 0 # 0 [27].

b) Et (sp)nen est périodique ssi w racine de 'unité # 1.

On se trouve en fait dans un cas particulier de exercice précédent, puisque S,41 = s, + 1.
Inégalité triangulaire

6) &) 0oy zl” = (Choy 20) (Croi Z0) = iy l2f” + 23004 Re(zj2)-

On a Re(zj21) = pjpy cos(0 — 0;) < p,p;, avec égalité ssi p;p,, = 0 ou cos(f — 0;) = 1.

b) Iy a égalite |30 2| = D |2kl ssi Vi < k, Re(zjz1) = p;py-

Donc il y a égalité ssi les zx non nuls ont méme argument (c’est-a-dire ssi les points d’affixes z; appartiennent tous

a une méme demi-droite issue de O).



Ona |Popy — 1] = [Pu(l 4 20) — 1 = [(Pn — 1)(1 4 2n) + 2] < (@n — (A + |2n]) + |20] = Qni1 — 1.

Noter 'utilité de donner des noms aux objets et de les faire apparaitre explictement.
Remarque : On peut développer aussi directement et appliquer 'inégalité triangulaire :

HZ:I(l + Zk) -1= ZI partie de non vide de {1,2,...n} er[ 2

b) Utiliser Vz € R, z 4+ 1 < exp(z).

Racines carrées

8)a)OnaP(X)=(X—(1+4)%+4i— (1+i)?=(X—(1+1))%+ 2i.
Or, les racines carrées de —2i sont (1 —1i) et —(1 —1).

Donc les racines de P sont (1 +14)+ (1 —i)=2et (14+14) — (1 —1) = 2i.

b) On note u et —u les racines carrées de A = a? — 4.

Les racines de P sont 1(—a +u) et (—a —u) . Elles ont méme module ssi o + au = 0.

(ce qui d’ailleurs équivaut a « et u orthogonaux).

Or, ot + ua = 0 équivaut a au € iR c’est-a-dire (au)? € R™, et on conclut vu que u? = a? — 48.



