
Oraux. Série no3. Nombres complexes

Racines de l�unité

1) (|) (Centrale) On note Un = fz 2 C j zn = 1g.

a) Montrer que U12 = U3U4 = fzz0, (z; z0) 2 U3 � U4g.

b) Soit p 2 N� et ' : U12 ! U12 z 7�! zp. Donner une CNS sur p pour que ' soit une bijection.

Géométrie

2) (|) a) De quel polynôme de degré 2 les nombres complexes ei�=3 et e�i�=3 sont-ils les racines ?

b) Montrer avec c�a
b�a que les points d�a¢ xes a; b; c forment un triangle équilatéral ssi a

2 + b2 + c2 = a+ b+ c:

Remarque : Il est rassurant de trouver une relation symétrique en a; b; c:

3) (|) Soit a un nombre complexe de module distinct de 1.

a) Simpli�er j1� azj2 � jz � aj2 :

b) Montrer que ' : z 7�! z � a
1� az induit une bijection du cercle U sur lui même, et du disque D sur lui-même.

Sommes de nombres complexes

4) (|) Soient p 2 N� et n 2 N. Calculer S =
P
z2Up z

n.

5) (|) Soit � 2 R: On pose 8n 2 N; sn = 1 + ei� + e2i� + :::+ ei(n�1)�:

a) Déterminer une condition nécessaire et su¢ sante sur � pour que la suite (sn)n2N soit bornée.

b) Déterminer une condition nécessaire et su¢ sante sur � pour que la suite (sn)n2N soit périodique.

Inégalité triangulaire

6) (|) Soient z1; z2; :::; zn des nombres complexes non nuls, avec zk = �k exp(i�k), où �k 2 R�+ et �k 2 R.

a) Montrer que j
Pn
k=1 zkj

2 =
Pn
k=1(�k)

2 + 2
P
j<k �j�k cos(�k � �j): En déduire j

Pn
k=1 zkj �

Pn
k=1 jzkj :

Préciser les cas d�égalité.

7) (|) a) Comparer j
Qn
k=1(1 + zk)� 1j et

Qn
k=1(1 + jzkj)� 1:

b) En déduire que j
Qn
k=1(1 + zk)� 1j � exp (

Pn
k=1 jzkj)� 1:

Racines carrées

8) (|) a) Montrer que les racines de P (X) = X2 � 2(1 + i)X + 4i ont même module.



b) (X MP) Soient � et � 2 C.

Montrer que les racines de P (X) = X2 + �X + � ont même module ssi j�j4 � 4�2� 2 R�:

Indication : Noter u et �u les racines carrées de � = �2 � 4�, et trouver d�abord la CNS : �u+ �u = 0:


