Oraux. Série n°1. Indications
Schémas de raisonnements
1) a) Si r et /2 + r étaient rationnels, alors v/2 = (v/2 4 7) — r le serait aussi.

b) On suppose que FF ¢ G et G € F. Nl existe z € F'\ G et y € G\ F. Montrer que x +y ¢ FUG.
2) a) Etudier la fonction a — a + %

b) On suppose la propriété vraie au rang n :

On a ainsi Y(by, ..., b,) € [0, +00[", biba..b, =1 = by + by + ... + b, > n.

Montrons la propriété au rang (n + 1). Soit (a1, ..., an+1) € [0,4+00[" tel que ajas...anan+1 = 1.

La seule fagon de pouvoir ’hypothése de récurrence est de faire apparaitre un produit de n réels qui vaut 1.
On considére donc ajag...an—1(anan+1) = 1, et on applique 'hyp de rec : Donc aj +ag + ... + an—1 + (anant1) > n
Ce qui permet de se ramener & prouver a, + Gn4+1 > Unp+1 + 1.

Or, ap + ant1 — apnapnt1 — 1 = (1 —ap)(an+1 — 1).

Or, quitte & permuter les a;, on peut supposer que a, est le minimum et a,41 le maximum.

Comme le produit fait, 1, on a nécessairement a, <1 < ap1.

3) a) s est la symétrie par rapport & 7. On a (sos) =1Id et s = —1.

(analyse) : Supposons y/(z) = y(m — x). Alors y' est continue, c’est-a-dire y de classe C*.

Et y"(x) = —y(x), donc y(z) = acosx + bsinx.

(syntheése) : On a alors y'(x) = —asinz + beosz et y(m — ) = —acos+bsinz.

Comme (cos, sin) est une famille libre, y vérifie (E) ssi b = —a.

En conclusion, les solutions sont les y(x) = a(cosz —sinx) = av/2cos(x + 7), avec a € R.

b) (analyse) : Supposons M + M7 = (tr M)? I,,. Avec S = 3(M + M7T), Péquation s'écrit 25 = (tr S)I,,.

Donc S est nécessairement de la forme \I,,.

(synthése) : Pour M = M, + A, avec A antisymétrique, M vérifie (E) ssi 2\ = (n))?, donc ssi A =0 ou A\ = %

Principe de récurrence et de bon ordre

4) (ewistence) Se ramener au cas n € N. Justifier brivement que n = 3¢+, avec r € {—1,0,1}.

Raisonner par récurrence forte sur n, en notant que ¢ < n si n > 1.

(unicité) n = Zi]\;o a;3" = Zij\io b;3", deux décompositions distinctes. On suppose N = M quitte & ajouter des 0.
On consideére j = min{s | a; # b;}. Justifier que a; — b; est divisible par 3. Conclure.

5) Pour tout entier naturel p € N*, il existe un entier n, tel que u,, € [27p — %a, 2mp + %a].

Il suffit de considérer n, = min{n € N, u, > 27p — a}.

Constructions de suites



6) a) Si A non bornée, pour tout n € N, il existe a,, € A tel que |a,| > n.

b) Attention : On cherche ¢ : N — N croissante strictement telle que limy, 4 Tp(p) = +00.
Construire ¢(p) par récurrence sur p : on prend ¢(p) > ¢(p — 1) et ¢(p) assez grand tel que |z, | > p.

Principe des tiroirs

k—1

7) En effet, I'un des n intervalles [*-

,%[, avec 1 < k < n, contient au moins 2 des (n + 1) points.

Remarque : Une autre preuve consisterait a classer les x; par ordre croissant et & raisonner par ’absurde : on a

alors VE > 1, xp > 1 + %, donc z,, > xp + 1, ce qui contredit 0 < zg < x,, < 1.

8) a) Posons N = card E. Par le principe des tiroirs, il existe 0 < m < n < N tels que x,, = x.

Posons p =n —m € N*. On a ainsi Z;,4p = Tm, et en composant par f("*m), onaVn >m, Tnip = Tn.

b) Pour chaque zg € E, il existe ainsi m(zo) et p(zo) tels que Yn > m, x,4p = p.

On considére M = max{m(z¢), zo € E} et P = ppem{p(z¢), zo € E}. Alors f(M+F) = f(M),

Une autre méthode consiste & se placer directement dans I'ensemble F(F, E) des fonctions de E dans F, et a
considérer dans cet ensemble la suite (Id, f, f®), f3),...). L’ensemble F(E, E) est fini (de cardinal n™). Donc il

existe nécessairement deux éléments f(™) et f (m+p) égaux, avec p € N*.
Arithmétique

9) a) Les multiples de d dans E sont les kn, avec 1 <k < |2]. Donc P(A4q) = 2 [2].

b) Comme p et ¢ sont premiers entre eux, on a A, N A, = Ap,.
Supposons n = kpq. Alors P(A,,) = £ = i, P(Ap,) = % et P(Ay) = %, donc P(Apy) = P(Ap)P(Ay).

¢) Ona ™ = P(A,NA,). Comme A, et A, sont indépendants, il est de méme de A, et Ag.

Donc 2 = P(A,)P(4,), c’est-a-dire m = n(1 — ;1))(1 - %)

n

Remarque : Pour prouver le complément, on utilise @ = P(Aip1 N Tm N..N Tm)

En effet, les entiers premiers avec n = pj"*...pJ"" sont ceux qui ne sont divisibles par aucun des p;.

10) a) Utiliser la factorisation de a? — 1.

b) Noter que si m impair, 2™ + "™ = 2™ — (—y)™.

Donc pour tout m impair, x + y divise ™ + y™.

Si n n’est pas une puissance de 2, alors n s’écrit mgq, avec m impair > 3.

Donc a™ + b™ = (a?)™ + (b9)™ est divisible par a? + b? donc n’est pas premier.

¢) Si p divise F,, alors 22") = —1 [p], donc 2™ = (=1)™™™) =1 [p], donc p ne divise pas F,, car p > 3.

Utiliser (1 + z)(1 + 22)...(1 +z®*")) = i”iol—l k.

Racines rationnelles d’un polyndéme a coefficients entiers



<« Racines rationnelles d’un polyndéme a coefficients entiers :

Sir= % € Q irréductible est racine de P =Y, _japX k avec ay, € Z, alors p divise ag et ¢ divise a,.
En effet, on a P(r) =0, dou ), _, app®q"* = 0. Donc p divise agq™ et par Gauss, p divise ag.

11) Supposons par l’absurde /n rationnel.

Alors il existe (a,b) € N x N* tels que nb? = a2, avec b € N* et pged(a,b) = 1.

Donc b divise a? et est premier avec a2, donc b = 1 (sinon tout facteur premier de b diviserait a).
Autre méthode : \/n est racine de X? — n. Supposons /n rationnel.

Toute racine rationnel d’un polyndéme unitaire & coefficients entiers est un entier, donc \/n entier ...

12) a) Utiliser 2cos((n — 1)0) + 2cos(n + 1) = 4 cos 6 cos(nh).
On peut donc définir (P,)neny par Py =1, Pp = X et Vn € N*, P, 11(X) = X P, (X) — P,—1(X).

Les coefficients de P,, appartiennent a Z, et P,,(X) =2"X + ...
Remarque : 1l s’agit d’une variante des polynomes de Tchebychev : P, (2X) = 2T,,(X).

b) Supposons r = cos(am) € Q. Supposons a € Q. Il existe n € N* tel que 2 cos(nar) = 2.
Alors r racine de P,(X) — 2 =2"X + .... Donc p divise 2", ce qui contredit I’hypothése.

Combinatoire

13) a) S(p,n) =...sip<n

S(n,n) est le nombre de bijections (= injections) de {1,...,n} dans {1,...,n}.

Pour calculer S(n+1,n) : on se demande comment construire une telle surjection f : il existe un unique élément y
de F = [1,n] qui admet exactement 2 antécédents x et 2’ € E = [1,p] : on commence par choisir y, puis on choisit
ses antécédents {z,2'}, et ensuite, on est ramené a choisir une bijection de E \ {z,2'} sur F \ {y}. En déduire
S(n+1,n) = %n(n +1)!

c¢) Toute application f de E = {1,...,p} dans F' = {1, ...,n}induit une surjection g de E sur A = f(F).

On associe a chaque application f le couple (A, g), o0 A = f(F)etg: E — A z+— f(z).

On calcule de deux fagons le nombre d’applications f de E dans F' : directement par le choix des f(x) € F}

et d’autre part, en comptant le nombre de couples (A, g), on A partie de FE et g : E — A surjection.

d) On obtient ainsi les S(p, k), avec 0 < k < n, par un systéme linéaire triangulaire (de n + 1 équations).

La matrice associée est la matrice M = ((g))ogigmogjgn qu’il suffit d’inverser.

Pour justifier que l'inverse de la matrice M = ((Z))Oﬁign,ogjgn est M~1 = ((—1)/~* (g))ogz’gn,ogg‘gm on pourra
considérer la matrice de I’endomorphisme u : R, [X] — R, [X] P(X)+— P(X + 1) dans la base canonique.

14) a) On considére les parties A de cardinal p+ 1 de E,+1 = {1,2,...,n 4+ 1}. On distingue celles qui contiennent

n

» +1). En effet, pour les premiéres, on

n + 1 au nombre de (Z) et celles qui ne le contiennent pas au nombre de (

considére A — A\ {n + 1} bijection sur ’ens des parties de cardinal p de E,,.



b) Il y a trois méthodes possibles :

- Pour A partie de cardinal p + 1 dans [1,n + 1], on pose m = max A =k + 1 et B = A\ {m} partie de [1, k].
Autrement dit, toute partie A est définie par le couple (m, B), ou m = max A > p et B partie de [1,m — 1]. Et
card A =p+ 1 ssi card B = p.

Donc le nombre de couples (m, B) est Z%ilp ‘1 (mp_l) = h=p (];), done >3 (];) = (;ﬂ)

- On peut utiliser (;) = (];ﬁ) - (pil), et on conclut par sommes télescopiques.

- Pour 5/2 :

+2 +1 +1
On considere le coefficient 2"7? du DSE de (ﬁ)p = (L>p (%), car (f)p = Z:i% (er"):U”.
Théorie des ensembles

15) On interpete card(AAB) comme une distance (distance de A & B). On note U(A) I’ensemble des C telles que

card(AAC) < 1. Montrer que les U(A), avec A € A, ne peuvent étre deux a deux disjoints.

Remarque : Dans le sujet initial, on avait n = 10 et p = 100.



