
Oraux. Série no1. Indications

Schémas de raisonnements

1) a) Si r et
p
2 + r étaient rationnels, alors

p
2 = (

p
2 + r)� r le serait aussi.

b) On suppose que F * G et G * F . Il existe x 2 F nG et y 2 G n F . Montrer que x+ y =2 F [G:

2) a) Etudier la fonction a 7�! a+ 1
a .

b) On suppose la propriété vraie au rang n :

On a ainsi 8(b1; :::; bn) 2 [0;+1[n, b1b2:::bn = 1) b1 + b2 + :::+ bn � n:

Montrons la propriété au rang (n+ 1): Soit (a1; :::; an+1) 2 [0;+1[n tel que a1a2:::anan+1 = 1:

La seule façon de pouvoir l�hypothèse de récurrence est de faire apparaitre un produit de n réels qui vaut 1.

On considère donc a1a2:::an�1(anan+1) = 1, et on applique l�hyp de rec : Donc a1 + a2 + :::+ an�1 + (anan+1) � n:

Ce qui permet de se ramener à prouver an + an+1 � anan+1 + 1:

Or, an + an+1 � anan+1 � 1 = (1� an)(an+1 � 1):

Or, quitte à permuter les ai, on peut supposer que an est le minimum et an+1 le maximum.

Comme le produit fait, 1, on a nécessairement an � 1 � an+1:

3) a) s est la symétrie par rapport à �
2 : On a (s � s) = Id et s

0 = �1:

(analyse) : Supposons y0(x) = y(� � x): Alors y0 est continue, c�est-à-dire y de classe C1:

Et y00(x) = �y(x), donc y(x) = a cosx+ b sinx:

(synthèse) : On a alors y0(x) = �a sinx+ b cosx et y(� � x) = �a cos+b sinx:

Comme (cos; sin) est une famille libre, y véri�e (E) ssi b = �a.

En conclusion, les solutions sont les y(x) = a(cosx� sinx) = a
p
2 cos(x+ �

4 ), avec a 2 R:

b) (analyse) : Supposons M +MT = (trM)2 In. Avec S = 1
2(M +MT ), l�équation s�écrit 2S = (trS)In.

Donc S est nécessairement de la forme �In:

(synthèse) : Pour M = �In +A, avec A antisymétrique, M véri�e (E) ssi 2� = (n�)2, donc ssi � = 0 ou � = 2
n2
:

Principe de récurrence et de bon ordre

4) (existence) Se ramener au cas n 2 N: Justi�er brivèment que n = 3q + r, avec r 2 f�1; 0; 1g:

Raisonner par récurrence forte sur n, en notant que q < n si n � 1:

(unicité) n =
PN
i=0 ai3

i =
PM
i=0 bi3

i, deux décompositions distinctes. On suppose N =M quitte à ajouter des 0.

On considère j = minfi j ai 6= big: Justi�er que aj � bj est divisible par 3. Conclure.

5) Pour tout entier naturel p 2 N�, il existe un entier np tel que unp 2 [2�p� 1
2�; 2�p+

1
2�]:

Il su¢ t de considérer np = minfn 2 N, un � 2�p� �g.

Constructions de suites



6) a) Si A non bornée, pour tout n 2 N, il existe an 2 A tel que janj � n:

b) Attention : On cherche ' : N! N croissante strictement telle que limp!+1 x'(p) = +1.

Construire '(p) par récurrence sur p : on prend '(p) > '(p� 1) et '(p) assez grand tel que
��x'(p)�� � p:

Principe des tiroirs

7) En e¤et, l�un des n intervalles [k�1n ;
k
n [, avec 1 � k � n, contient au moins 2 des (n+ 1) points.

Remarque : Une autre preuve consisterait à classer les xk par ordre croissant et à raisonner par l�absurde : on a

alors 8k � 1, xk � xk�1 + 1
n , donc xn � x0 + 1, ce qui contredit 0 � x0 � xn < 1:

8) a) Posons N = cardE. Par le principe des tiroirs, il existe 0 � m < n � N tels que xm = xn.

Posons p = n�m 2 N�. On a ainsi xm+p = xm, et en composant par f (n�m), on a 8n � m, xn+p = xn:

b) Pour chaque x0 2 E, il existe ainsi m(x0) et p(x0) tels que 8n � m, xn+p = xn:

On considère M = maxfm(x0), x0 2 Eg et P = ppcmfp(x0), x0 2 Eg. Alors f (M+P ) = f (M):

Une autre méthode consiste à se placer directement dans l�ensemble F(E;E) des fonctions de E dans E, et à

considérer dans cet ensemble la suite (Id; f; f (2); f (3); :::). L�ensemble F(E;E) est �ni (de cardinal nn). Donc il

existe nécessairement deux éléments f (m) et f (m+p) égaux, avec p 2 N�:

Arithmétique

9) a) Les multiples de d dans E sont les kn, avec 1 � k �
�
n
d

�
. Donc P (Ad) = 1

n

�
n
d

�
:

b) Comme p et q sont premiers entre eux, on a Ap \Aq = Apq:

Supposons n = kpq. Alors P (Apq) = k
n =

1
pq , P (Ap) =

1
p et P (Aq) =

1
q , donc P (Apq) = P (Ap)P (Aq).

c) On a m
n = P (Ap \Aq). Comme Ap et Aq sont indépendants, il est de même de Ap et Aq:

Donc m
n = P (Ap)P (Aq), c�est-à-dire m = n(1� 1

p)(1�
1
q ):

Remarque : Pour prouver le complément, on utilise '(n)
n = P (Ap1 \Ap2 \ ::: \Apr):

En e¤et, les entiers premiers avec n = pm1
1 :::pmr

r sont ceux qui ne sont divisibles par aucun des pi:

10) a) Utiliser la factorisation de ap � 1.

b) Noter que si m impair, xm + ym = xm � (�y)m:

Donc pour tout m impair, x+ y divise xm + ym.

Si n n�est pas une puissance de 2, alors n s�écrit mq, avec m impair � 3:

Donc an + bn = (aq)m + (bq)m est divisible par aq + bq donc n�est pas premier.

c) Si p divise Fn, alors 2(2
n) � �1 [p], donc 2(2m) � (�1)(2m�n) = 1 [p], donc p ne divise pas Fm, car p � 3:

Utiliser (1 + x)(1 + x2):::(1 + x(2
p)) =

P2p+1�1
k=0 xk:

Racines rationnelles d�un polynôme à coe¢ cients entiers



J Racines rationnelles d�un polynôme à coe¢ cients entiers :

Si r = p
q 2 Q irréductible est racine de P =

Pn
k=0 akX

k, avec ak 2 Z, alors p divise a0 et q divise an.

En e¤et, on a P (r) = 0, d�où
Pn
k=0 akp

kqn�k = 0: Donc p divise a0qn et par Gauss, p divise a0:

11) Supposons par l�absurde
p
n rationnel.

Alors il existe (a; b) 2 N� N� tels que nb2 = a2, avec b 2 N� et pgcd(a; b) = 1.

Donc b divise a2 et est premier avec a2, donc b = 1 (sinon tout facteur premier de b diviserait a).

Autre méthode :
p
n est racine de X2 � n. Supposons

p
n rationnel.

Toute racine rationnel d�un polynôme unitaire à coe¢ cients entiers est un entier, donc
p
n entier ...

12) a) Utiliser 2 cos((n� 1)�) + 2 cos(n+ 1)� = 4 cos � cos(n�):

On peut donc dé�nir (Pn)n2N par P0 = 1, P1 = X et 8n 2 N�, Pn+1(X) = XPn(X)� Pn�1(X):

Les coe¢ cients de Pn appartiennent à Z, et Pn(X) = 2nX + :::

Remarque : Il s�agit d�une variante des polynômes de Tchebychev : Pn(2X) = 2Tn(X):

b) Supposons r = cos(a�) 2 Q. Supposons a 2 Q. Il existe n 2 N� tel que 2 cos(na�) = 2:

Alors r racine de Pn(X)� 2 = 2nX + :::. Donc p divise 2n, ce qui contredit l�hypothèse.

Combinatoire

13) a) S(p; n) = ::: si p < n

S(n; n) est le nombre de bijections (= injections) de f1; :::; ng dans f1; :::; ng.

Pour calculer S(n+1; n) : on se demande comment construire une telle surjection f : il existe un unique élément y

de F = [[1; n]] qui admet exactement 2 antécédents x et x0 2 E = [[1; p]] : on commence par choisir y, puis on choisit

ses antécédents fx; x0g, et ensuite, on est ramené à choisir une bijection de E n fx; x0g sur F n fyg. En déduire

S(n+ 1; n) = 1
2n(n+ 1)!

c) Toute application f de E = f1; :::; pg dans F = f1; :::; nginduit une surjection g de E sur � = f(F ).

On associe à chaque application f le couple (�; g), où � = f(F ) et g : E ! � x 7�! f(x):

On calcule de deux façons le nombre d�applications f de E dans F : directement par le choix des f(x) 2 F ;

et d�autre part, en comptant le nombre de couples (�; g), où � partie de E et g : E ! � surjection.

d) On obtient ainsi les S(p; k), avec 0 � k � n, par un système linéaire triangulaire (de n+ 1 équations).

La matrice associée est la matrice M = (
�
j
i

�
)0�i�n;0�j�n qu�il su¢ t d�inverser.

Pour justi�er que l�inverse de la matrice M = (
�
j
i

�
)0�i�n;0�j�n est M�1 = ((�1)j�i

�
j
i

�
)0�i�n;0�j�n, on pourra

considérer la matrice de l�endomorphisme u : Rn[X]! Rn[X] P (X) 7�! P (X + 1) dans la base canonique.

14) a) On considère les parties A de cardinal p+ 1 de En+1 = f1; 2; :::; n+ 1g. On distingue celles qui contiennent

n + 1 au nombre de
�
n
p

�
et celles qui ne le contiennent pas au nombre de

�
n
p+1

�
: En e¤et, pour les premières, on

considère A 7�! A n fn+ 1g bijection sur l�ens des parties de cardinal p de En:



b) Il y a trois méthodes possibles :

- Pour A partie de cardinal p+ 1 dans [[1; n+ 1]], on pose m = maxA = k + 1 et B = A n fmg partie de [[1; k]]:

Autrement dit, toute partie A est dé�nie par le couple (m;B), où m = maxA > p et B partie de [[1;m � 1]]: Et

cardA = p+ 1 ssi cardB = p.

Donc le nombre de couples (m;B) est
Pn+1
m=p+1

�
m�1
p

�
=
Pn
k=p

�
k
p

�
, donc

Pn
k=p

�
k
p

�
=
�
n+1
p+1

�
:

- On peut utiliser
�
k
p

�
=
�
k+1
p+1

�
�
�
k
p+1

�
, et on conclut par sommes télescopiques.

- Pour 5/2 :

On considère le coe¢ cient xn�p du DSE de
�

1
1�x

�p+2
=
�

1
1�x

�p+1 �
1
1�x

�
, car

�
1
1�x

�p+1
=
P+1
n=0

�
p+n
p

�
xn:

Théorie des ensembles

15) On interpète card(A�B) comme une distance (distance de A à B). On note U(A) l�ensemble des C telles que

card(A�C) � 1. Montrer que les U(A), avec A 2 A, ne peuvent être deux à deux disjoints.

Remarque : Dans le sujet initial, on avait n = 10 et p = 100:


