TD n°18. Fonctions de plusieurs variables. Corrigé.

Exercice A

On a Vyj, f(A) =>"" a;;Cij, donc
861,,']'

(A) = Cjj, car les autres Cy; ne dépendent pas de a;;.
Donc V f(A) est le vecteur de R(™) dont les coefficients sont les Cij.

Exercice B

0 0
1) En dérivant (F), par rapport a z, on obtient t%(t?) =t f(7), d'ou a—:fc(tac,ty) =t f(z,y).
i

2) En dérivant (E) par rapport a ¢, on obtient : .V f(t7) = at® 1 f(7'), d’ou le résultat avec ¢t = 1.
Réciproquement, supposons @ .V f(7') = af(7). Alors t 7 .Vf(tx) = af(tT).
Donc tg'(t) = ag(t) pour tout t > 0, d’ou g(t) = kt® pour tout t > 0.

Comme k = g(1) = (@), on obtient g(t) = t*f(7’), d’ou le résultat.
Exercice C

1) a) Comme X et Y sont bornées, X et Y sont d’espérances finies, ainsi que X + Y.
Comme f est bornée sur tout segment, f(X +Y') est d’espérance finie.

On prend i = E(X). Par a), on a f(X) = () + f/(1)(X - po).

En passant aux espérances, on obtient f(X) > f(u) +0= f(u) = f(E(X)).

b) F(X +Y) = f(X)+ F(X)Y donc E(f(X +Y)) = E(f(X)) + E(f/(X)Y).
Comme X et Y sont indépendantes, alors E(f'(X)Y) = E(f(X))E(Y) =0.

Donc E(f(X +Y)) > E(f(X)).

2) a) 3o > miwysi; = (X [ SX) > 0.

b) Onag¢'(t) =>", xi%(tm, ey tp).

82
Donc g"(t) = Y21, Y5y ximjaTé(txl, cotzn) = XTSX, ot S = H(tX). Donc g"(t) > 0.
0T

c) Par 1) a), g(t) > g(0) + tg’(0). Pour ¢t = 1, on obtient g(1) > ¢(0) + ¢'(0).
af —
x

Donc f(X) = £(0) +E?:1$i8—i( 0) = f(0) + (X [ grad f(0)).

0’F 0% f
0) = Xo).
89028:6]( ) 83:18:75]( O)
e) On procéde comme au c) et d) en utilisant une fonction partielle : g(t) = f(X +¢(Y — X)).

Onag’(t)=Y -X)T S (Y -X)>0,0u8=Hp(X +t(Y — X)).

d) On applique c) a la fonction F(X) = f(X + Xp). On a notamment

Donc g est convexe, et ainsi V¢ € [0,1], g(t) = g((1 —¢) 0+t 1) < (1 —1¢)g(0) + tg(1), d’on le résultat.



Exercice D
1) Supposons par 'absurde h”(a) > 0. On a h'(a) = 0, donc h(z) — h(a) ~ (z — a)*h"(a).
D’ou h(z) > h(a) sur un voisinage de a privé de a, ce qui contredit ’hypothése.

2
2) En appliquant 1) aux fonctions partielles © — f(z,b), et y — f(a,y), on a : ﬁ(a, b) <0 et giyéc(a, b) <O0.

Ox2
Autre mathode conseillée : Par le cours, la Hessienne Hy(a,b) € S5 (R) matrice symétrique négaitve.
A fortiori, Af(a,b) = tr(Hs(a,b)) = A+ <0, ou A et p sont les valeurs propres de Hy(a,b).
3) Supposons que f n’est pas négative sur D : elle prend au moins une valeur strictement positive. Comme D est

compact, f atteint son maximum, et on a max f > 0. Donc f atteint son maximum en un point intérieur & D, et

par 2), le laplacien en ce point est négatif. D’ot une contradiction avec I’hypothése Af > 0 sur U.

Exemple : f(x,y) =22 +1y?> —1..0n a Af(z,y) = 4.

4) Soit & > 0. On considére g(z,y) = f(z,y) +e(@® +y> —1). On a Ag(z,y) = Af(z,y) +4e >0 sur V.

De plus, g est nulle sur C. Par 3), g est négative sur D, donc f(z,y) < e(1 — 22 —y?) sur D.

En faisant tendre ¢ vers 07, on obtient f(z,y) < 0 sur D.

5) On a A(f1 — f2) = 0. Par 4) appliqué a f; — f2, on obtient f; — fo <0 sur V.

En inversant les roles de f1 et f2, on obtient f; = fo sur U.

Exercice C

1) Comme D est compact (fermé borné) et g continue, alors g atteint sa borne supérieure en un point zg € D.

Or, f est strictement positive, donc g est strictement positive sur U et nulle sur la sphére unité.

Donc g(zg) > 0 et xp € U, donc on a nécessairement Vg(zo) = 0 (condition nécessaire d’extremum local).
2) Or, on a Vg(7) = (1 - |Z|*)VS(T) - 2/ () 7.

En effet, f(z+h) = (1 — | Z]* = 2 (z, W) (f () + (VF(Z), h) + o (|h]]) = f(z) + (v, k) + o (||h]]),
VT -2f(7) 7.

onv=(1-|=7
2 (@)
L— ||z

Remargue : On peut trouver I'expression du gradient par les coordonnées : g(z) = (1 — Y"1 22) f(@1, ..., Tn).

Comme Vg(zg) = 6), on obtient V f(Zg) = Azp, avec A =

Exercice C

of x
1) —(z,9,2) = ———1U' 2 g2 4 22).
) o@D = s U P 4 )
2

*f Y+ 2 / 2.2 .2 z " 2 .21 .2
Et 8362(;10,34,,2)—<( 3/2>U(\/x +y2 4+ 22) + 5————=U" (Va2 + y? + 22).

x? +y? + 22) 2?2 +y? + 22
1 d?

Donc (Af)(z,y,z) = %U/(T) +U"(r) = ;W(TU)

1
2) On cherche donc U vérifiant —(rU)” = AU. En posant ¢(r) = rU(r), 'équation s’écrit : ¢” = Ap.
T

Sachant qu’on veut ¢(0) = 0, donc on obtient les ¢(r) = ksin(wr) ou ksh(wr) ou kr selon le signe de .



h
———oulU(r)= km ou U(r) = k, avec respectivement A\ = —w?, w? et 0 (avec w > 0).
wr wr

Ces fonctions sont en fait C'°°, comme séries entiéres de rayon +oo en la variable 72 = 2% + 92 + 22.

sin(wr)

Donc U(r) =k

Exercice D. Différentielle d’une forme quadratique

1) En se plagant dans une BON B = (eq, ..., €,,) composée de vecteurs propres de u, on a (u(z),z) = > 1, A\jz2.

2) On a dans la base B, f(z) = > 1 Nz? — Y0 | a;z;. D’ou g‘xf (x) = 2\iz; — a;. Donc V f(z) = 2u(z) — a.
Autre méthode : f(x + h) = (u(x),x) + 2 (u(z), h) + (u(h),h) — (a,z) — (a,h) = f(z) + u(z) — a, h) + o (]|k]|)-

Donc df (z) - h = (2u(z) — a, h), c’est-a-dire V f(z) = 2u(z) — a.

3) Vf(z) = 0 ssi u(z) = %a, donc 2 est unique car u est bijective (0 n’est pas valeur propre de u).

Ona f(z+h) = f(x) + 0+ (u(h), h), donc f(z+ h) > f(z), avec égalité ssi (u(h), h) = 0, c’est-a-dire h = 0.



Exercice B

1) Pour 7’ # 6), ona f(7) < M < |I'Z’||, donc par pincement, f est continue en 0.

~ I
of
2) On a f(x,0) =0, donc %(0,0) = 0.
of _ ycos(zy) x sin(zy) ) of 1
Pour (x7 y) # (0’0)7 %("'E7 ) - \/m - (3:_2 + y2)3/27 dOIlC 11mt*>0,t>0 %(t7t) - m # 0
On peut aussi utiliser %(O, t) = ; — 1 # 0 lorsque t — 0.



2) z est nécessairement un point critique. Or, Vf(z) = 0 ssi u(z) = a, donc z est unique car u est bijective (0

n’est pas valeur propre de u).

On a f(z+h) = f(z) + 0+ (u(h), h), donc f(z+ h) > f(z), avec égalité ssi (u(h), h) =0, c’est-a-dire h = 0.
Probléme

1) a) L’application ¢ : [0,1] = R ¢ +—— f(tx) est dérivable, et ¢'(t) = Vf(tx) - x.
Comme (1) — p(0) = fol ¢/ (t) dt, alors on obtient f(z) = f(0) + fol Vf(tz) - x dt.

0
b) Supposons a—f(m) = 0 pour tout j € [1,n]. Alors Vf(z) = 0 pour tout z. Par a), f(z) = f(0) + fol 0= f(0).
L
Réciproquement, toute fonction f constante convient. Les solutions sont donc les solutions constantes.
2

D0, (z) = 0 pour tout (i,j) € [1,n]? et x € R™.

¢) Supposons

0
Par a), les of sont constantes. Donc il existe v € R™ tel que Vz, Vf(x) = v.

8.’1,']'
Donc f(z) :f(())—l—folv-a; dt = f(0) +v - z.

Réciproquement, toute fonction affine f : x —— v - x + b convient, puisque V f(x) = v constante.

... 0f; : o
2) Les applications a—fl sont nulles ssi les f; sont constantes, c’est-a-dire ssi f est constante.
Zj

0 fi

X $j

Les applications sont nulles ssi f est affine (c’est-a-dire f(x) = Az + b, ot A matrice constante).

Remarque : Fixons x et posons Vt € [0,1], ¢(t) = f(tx), on a ¢(1) = ¢(0) + ¢'(0) + fol(l — )" (¢) dt.
Si on suppose toutes les dérivées partielles de f d’ordre 2 nulles, on a ¢”(t) = 0.

Donc ¢(1) = ¢(0) 4+ ¢'(0), c’est-a-dire f(z) = f(0) + df (0) - . Donc f est affine.

3) Par hypothese, on a Ofi (x) = _9J; (z) pour tous (7, ) et pour tout x.
8xj al‘z
2 f 2r.
Donc 8fk£;j x) = _&ikgj:ci (z) pour tous (4, j, k) et pour tout z.
0 fi 8 fj > fi & fi 0 fi
A 1 h = — J = = — . D =
On en déduit (avec Schwarz) que iz, (x) 95,00, x Bz, 008 x iz, onc iz, (x)

Il résulte de 2) b) que f est affine de la forme f(x) = Az + b.
Comme A = J(x), alors A est par hypothése une matrice antisymeétrique.

La réciproque est vraie, puisque si f(z) = Az + b, alors J(z) = A pour tout z.

. . . 2 2 .
Of; - 0l = 0, car par le théoréme de Schwarz Ok . OU _ U _ 9

al'j 8£BZ 85Bj N 8%6:@ N 81‘@81'] N 8:1:1

Donc J(z) est symétrique.

4) a) On a

i of;j
b) On suppose J(x) symétrique, c’est-a-dire 0f (x) = J; ().
8.%']' 8:L'Z
12 4 . n 1 . . aU
Considérons U : R" — R définie par U(z) = > ; x; fo fi(tz) dt. 1l s’agit de prouver que Vj que f;(x) = 2. (x).
J
oU of;
Ona —(x) = [} filtz) dt + 30 @ [, t Ji (tz) dt.
a.%'j 8.%']'

Ofi
ox yi

Et on utilise la dérivée des intégrales & parametre (dérivation sous la signe [).

En effet, la dérivée de xj — fi(tx) = fi(txy, ..., tan) est t—(tx1, ..., txy).



On obtient donc gU(:p) = fol fite) dt +z; >0 folt tz) dt = fol fi(tx) dt + fol St gf](t:p) dt.
T L
9f;

ox;

On obtient donc gg(x) = fol ©(t) dt + fol e/ (t) dt = [te(t)]s = (1) = fj(x).

of
i

On reconnait dans le terme > " | z; (tz) la dérivée ¢'(t) de lapplication p(t) = f;(tz).



3) En posant g(u,v) = f(z,y) = f(u,u+v), avec (z,y) = (u,u + v), c’est-a-dire (u,v) = (z,y — z).

99 . of of R P o -
On a %(u, v) = o (z,y) + 3y (z,y). Donc (E) équivaut a 9 (u,v) = g(u,v), c’est-a-dire g(u,v) = k(v) exp(u).

On en conclut que les solutions sont les f(x,y) = e* k(y — z), ot k : R — R de classe C*.
0*F 0 OF

=0, c’est-a-dire — —
dudv

ou v

4) a) Soit F:R? - R (u,v) — R? de classe C? telle que

F
Par le cours, il existe h : R — R de classe C? tel que V(u,v) € R?, g(u,v) = h(v).
v

D’ou ag[F(u, v) — H(v)] =0, o H est une primitive de h.
v

On en déduit qu’il existe g : R — R telle que V(u,v) € R% F(u,v) = g(u) + H(v).
z=(u

u=ux-+ct = (u+wv)/2
b) On consideére le changement de variable , ¢’est-a-dire
v=x—ct v=(u—v)/2¢
O*F 1[02f 162
On pose F(u,v) = f(3(u+v), % (u—"v)). On a m(u,v) =1 [(%JJ; - c28tﬂ (x,y).
2
Ainsi, si f veérifie (F), alors = 0. Donc il existe g et h: R — R telles que
udv

Y(u,v) € R, F(u,v) = g(u) + h(v) c’est-a-dire ¥(z,t) € R?  f(x,t) = g(x + ct) + h(z — ct)

c¢) On suppose f(z,t) = F(z)G(t). L’équation (E) est alors vérifiée ssi V(z,t) € R?, F"(2)G(t) = ¢ 2F(x)G"(t).

F"=kF

Comme z et t indépendants et F' et G non nulles, ceci équivaut a ol k est une constante.
G" = kc*G

Comme on cherche des solutions bornées, on prend k strictement négatif; c’est-a-dire de la forme k= —w?.

(en effet, si k > 0, on obtient des solutions en ch et sh. Si k& = 0, on obtient des polynomes de degré < 1. Dans ce

dernier cas, seules les fonctions constantes conviendraient, mais on veut F'(0) = G(0) =0).

Comme on veut F(0) = G(0) = 0, alors les solutions sont de la forme F'(z) = asin(wz) et G(t) = bsin(cwt).

En conclusion, les f(x,t) = Asin(wz)sin(cwt), o w € R% , sont solutions.

] oF _of of
4) bis) a) Ona%(u,v)—am(u—i—v,u U)+8y(u+v,u v).
0*F 0%f  0*f 0%f  O*f
D - _ - _).
N Hudu (u,v) <8x2 Oyox + Oxdy 8y2> (utvu-—v)
2 2
Or, par le théoréme de Schwarz, on a of = o , car f est de classe C?.
Oydxr  Ox0y
0’F o%f  O*f
D (L _ 2] — ).
one - (u,v) <8:c2 83/2) (u~+v,u—v)

82

m(u, 'U) = 2.

b) L’équation équivaut a
. . : OF
En intégrant par rapport a v, on obtient : 8—(u, v) = 2v + g(u).
u
En intégrant par rapport a u, on obtient : F(u,v) = 2uv + G(u) + h(v), ott G et h sont de classe C2.

Onau=3(z+y)etv=2%(z—y). On en déduit que les solutions de (E) sont les f(z,y) = 3(2? — y?) + k(z +
y) + h(z —y), ot k et h sont de classe C2.



Remarque : (E) étant une équation linéaire, et comme (z, ) — 22 étant une solution évidente, il suffit d’ajouter &
cette solution particuliére la solution générale de (H), donc peut aussi obtenir les solutions sous la forme f(z,y) =

P+ K(x+y)+ H(r—y).

4) On pose ¢(t) = f(tz). Ona ¢'(t) = Vf(tz) -z => ", xlgi(t:c)

Comme (1) = p(0) + fol ¢'(t) dt, alors on obtient bien f(z) = f(0) + >, x; fol 85. (tz) dt.

o



6) a) Par récurrence : X (t) de classe C"™ = AX(t) de classe C" = X (t) de classe C"T1.
b) X;(t) = e'Z;, donc w(t) = exp(ttr A) det(Z1, ..., X») = w(0) exp(t tr A).
¢) Pour tout j € {1,2,...,n}, on a Y;(¢) de la forme > ; p;; X;(t), puisque Y; € Vect(X7, ..., Xp).
D’ou égalité matricielle (Y1(t), ..., Yy (t)) = (X1(2), ..., Xy (t)) P pour tout ¢t € R.
Donc det(Yi(t), ..., Yn(t)) = (det P det(X1 t),..., Xn(t)), ce qui permet de retrouver la méme relation.
1) — _ At 1) — et At
vone -y =i L Sa T LT e (G ) = (5)

On a donc X;(t) = eM < (1) ) et Xo(t) = eM < i > Donc w(t) = e*\ = w(0) exp(t tr A).

10) a) L’application linéaire ¢ : R? — R? est bijective ssi det ¢ # 0, c’est-a-dire ssi # 0, donc ssi a # 5.

1
g
Dans ce cas, ¢ est sa propre différentielle en chaque point, donc inversible et ¢ est un C'-difféomorphisme.

b) On a g(u,v) = f(z,y) = f(u+v,au+ pv).

g of of 0 0 0
Donc 9 (u,v) = <8J; 89) (u + v, au + fv), ce qu’'on note souvent abusivement 9= D + aay.

De méme gg(u,v) (f B f)(u+v,au+ﬂv).

0? 0? 82 82 82 ok 0? 5 0
= 20
b Guge —aa2 T @t g, TBg st g = g2 T 20,5, T o
c¢) Premier cas : b*> — 4ac > 0. Alors il existe o # 3 tel que a + br + cr? = (r + a)(r + ).
0? o0 f 0 f ?g
Al — — = i = i =F .
ors a5 + b@mﬁy +c 952 0 ssi 500 0, donc ssi g(u,v) (u) + G(v)

Donc les solutions de (E) sont les f(x,y) = F (y — Bg> +a < 5
o — J—

Autrement dit, ce sont les f(z,y) = F (y — Bz) + G (y — ax), avec F et G : R — R de classe C2.

oza:)) avec F et G : R — R de classe C2.

Second cas : Supposons a + br + cr? = (r — a)?. On choisit 5 # a.

82 82f 2f 89
Al —=+b c—2 = ZJ
orsa02+ D20y +c 0,2 Ossa

2
Donc les solutions de (E) sont les f(z,y) = F(y—az)+ (y— B2)G (y — az), avec F et G : R — R de classe C2.

= 0, donc ssi g(u,v) = F(v) + uG(v).



Exercice A.

2

Cogito 66) Montrer que les fonctions f : RP — R”™ vérifiant
8xi8xj

= 0 pour tous i et j € {1,2,...,p} sont les
fonctions f : X — AX + B, avec A € M, ,(K) et B € K".

Cogito 69) Fonctions a symétrie sphérique et vecteurs propres du laplacien.

Soit f:R3 = R (z,y,2) — f(x,y,2) une application de classe C? définie sur R? et & symétrie sphérique.

Autrement dit, il existe U : RT — R de classe C? telle que f(z,y,2) = U(r), ot r = /22 + 32 + 22.
o*f  O0*f Of
Gx 5o+ ) (@)

2 1
a) Montrer que le laplacien de f vaut : Af(z,y,z) = ;U’(r) +U"(r) = ;(TU)”(T).

Rappel : Le laplacien Af est défini par (Af)(z,y,z) = (

b) Déterminer les vecteurs propres du laplacien qui sont & symétrie sphérique.

Autrement dit, déterminer les fonctions f a symétrie sphérique vérifiant Af = Af, ou A € R.



