TD n°18. Fonctions de plusieurs variables

Exercice A

1) Donner le gradient de f : M, (R) — R définie par f(A) = det A ou A = (a;j)1<i<n,1<j<n € My(R) =R".

Indication : Exprimer V f(A) a l'aide des cofacteurs Cj; de A.

Remarque : On en déduit det(A + H) = det(A) + (C, H) + o (||H]|) lorsque H — O,
ou C est la matrice des cofacteurs Cy; et (C, H) =3, ; Cjjhi; = tr(CTH).

Exercice B. Fonctions homogénes et équation d’Euler

Soit f:RP - R 7' = (21,22, ..., Tp) — f(T1,T2, ..., Tp).

On dit que f est a-homogeéne ssi V' € RP, Vt € RY, f(t7) = t*f(T).

1) Montrer que si f est a-homogéne et de classe C*, alors les sont (o — 1)-homogenes.
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2) Soit f : R? — R de classe C'. Montrer que f est a-homogéne ssi f vérifie
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(E) :Y(z1,22,...,zp) € RP, ina—a{(:rl,xg,...,mp) = af(z,x2,...,2p)
i=1

Indication : Considérer g(t) = f(tT) = f(tw1, tza, ..., tzp).

Pour la réciproque, montrer que si f vérifie (E), g vérifie tg'(t) = ag(t).

Exercice C. Fonctions convexes

1) Soit f: R — R de classe C? et convexe, c’est-a-dire Yz € R, f”(x) > 0.

a) Soit X une variable aléatoire réelle telle que X et f(X) sont d’espérances finies.
Montrer que E(f(X)) > f(E(X)).

b) Soient X et Y deux v.a. réelles bornées indépendantes. On suppose E(Y') = 0.
Montrer que E(f(X +Y)) > E(f(X)).

2) Soit f:R®" = R X = (v1,29,...,z5) — f(X) = f(z1,72, ..., 7,) de classe C2.

On considere pour tout X € R, la matrice symétrique
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On suppose que pour tout X € R", la matrice H(X) est symétrique positive.

a) Soit S = (sij)i<i<n,1<j<n Une matrice symétrique positive. Montrer : > 7" | 2?21 xiz;si; > 0.
b) On fixe X € R", et on consideére Vit € R, ¢(t) = f(tX) = f(tx1,tx, ..., txy).

Calculer ¢”(t) en fonction de f et de X. En déduire que g est convexe.

c¢) Montrer que VX € R", f(X) > f(0) + (X | grad f(0)).

d) En déduire que Xy € R", VX € R", f(X) > f(Xo) + (X — Xo | grad f(Xp)) .

Remarque : Ainsi, la surface X —— f(X) est au-dessus de son plan tangent en Xj.

e) Montrer que f est convexe, c’est-a-dire V¢ € [0,1], f((1 —t)X +tY) < (1 —t)f(X) +¢f(Y).
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