
TD n�18. Fonctions de plusieurs variables

Exercice A

1) Donner le gradient de f :Mn(R)! R dé�nie par f(A) = detA où A = (aij)1�i�n;1�j�n 2Mn(R) = Rn
2

:

Indication : Exprimer rf(A) à l�aide des cofacteurs Cij de A.

Remarque : On en déduit det(A+H) = det(A) + hC;Hi+ o (kHk) lorsque H ! On,

où C est la matrice des cofacteurs Cij et hC;Hi =
P
i;j Cijhij = tr(C

TH):

Exercice B. Fonctions homogènes et équation d�Euler

Soit f : Rp ! R �!x = (x1; x2; :::; xp) 7�! f(x1; x2; :::; xp).

On dit que f est �-homogène ssi 8�!x 2 Rp; 8t 2 R�+; f(t�!x ) = t�f(�!x ):

1) Montrer que si f est �-homogène et de classe C1, alors les
@f

@xi
sont (�� 1)-homogènes.

2) Soit f : Rp ! R de classe C1. Montrer que f est �-homogène ssi f véri�e

(E) : 8(x1; x2; :::; xp) 2 Rp;
pX
i=1

xi
@f

@xi
(x1; x2; :::; xp) = �f(x1; x2; :::; xp)

Indication : Considérer g(t) = f(t�!x ) = f(tx1; tx2; :::; txp):

Pour la réciproque, montrer que si f véri�e (E), g véri�e tg0(t) = �g(t):

Exercice C. Fonctions convexes

1) Soit f : R! R de classe C2 et convexe, c�est-à-dire 8x 2 R, f 00(x) � 0.

a) Soit X une variable aléatoire réelle telle que X et f(X) sont d�espérances �nies.

Montrer que E(f(X)) � f(E(X)):

b) Soient X et Y deux v.a. réelles bornées indépendantes. On suppose E(Y ) = 0:

Montrer que E(f(X + Y )) � E(f(X)):

2) Soit f : Rn ! R X = (x1; x2; :::; xn) 7�! f(X) = f(x1; x2; :::; xn) de classe C2.

On considère pour tout X 2 Rn, la matrice symétrique

h(X) =

�
@2f

@xi@xj

�
1�i�n;1�j�n

On suppose que pour tout X 2 Rn, la matrice Hf (X) est symétrique positive.

a) Soit S = (sij)1�i�n;1�j�n une matrice symétrique positive. Montrer :
Pn
i=1

Pn
j=1 xixjsij � 0:

b) On �xe X 2 Rn, et on considère 8t 2 R, g(t) = f(tX) = f(tx1; tx2; :::; txn):

Calculer g00(t) en fonction de f et de X. En déduire que g est convexe.

c) Montrer que 8X 2 Rn, f(X) � f(0) + (X j grad f(0)) :

d) En déduire que 8X0 2 Rn; 8X 2 Rn, f(X) � f(X0) + (X �X0 j grad f(X0)) :

Remarque : Ainsi, la surface X 7�! f(X) est au-dessus de son plan tangent en X0:

e) Montrer que f est convexe, c�est-à-dire 8t 2 [0; 1], f((1� t)X + tY ) � (1� t)f(X) + tf(Y ):


