
TD n�17 bis. Corrigé

Exercice A. Posons C = AB.
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Donc N(C) � N(A)N(B).
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Par Cauchy-Schwarz,
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3) a) - On véri�e d�abord que kAXk1 � N(A) kXk1. En e¤et, en posant Y = AX, on a :
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- On cherche un vecteur non nul pour lequel il y a égalité : Il existe j tel que N(A) =
Pn
i=1 jaij j.

On considère le vecteur X = Ej (vecteur canonique) : On a kEjk1 = 0 et kAEjk1 = kAjk1 =
Pn
i=1 jaij j = N(A):

b) On a kABXk1 � N(A) kBXk1 � N(A)N(B) kXk1, donc kABk1 � N(A)N(B):

Exercice B. Classes de similitude

Cas I : �A = f�I2g est fermée et bornée.

Cas II :
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Cas III : M 2 �A ssi son polynôme caractéristique admet � et � comme racines (il est alors scindé à racines
simples), donc ssi trM = �+ � et detM = ��.

En particulier,
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2 �A pour tout � 2 C. Donc �A n�est pas bornée (on fait tendre �! +1).

D�autre part, les relations trM = � + � et detM = �� sont stables par passage à la limite (car tr et det sont

continues), donc �A est fermée.

Exercice C. Suites des puissances d�une matrice

1) a) Comme �In et N commutent, on peut appliquer la formule du binôme.

Donc T k =
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b) Pour tout j �xé, on a
�
k
j

�
� kj

j!
lorsque k tend vers +1.

Donc


T k

 � rk �k, avec �k = O(kn) (car une somme �nie de O(kn) est en O(kn)).

Comme r < 1, on a donc limk!+1
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1 = 0, c�est-à-dire limk!+1 T k = Op.

c) On véri�e par récurrence que les coe¢ cients a(k)ij de Ak véri�ent
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La propriété est vraie pour k = 1, et on a
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Par pincement, on en déduit donc que limk!+1Ak = Op.

2) La matrice A est semblable à une matrice B triangulaire supérieure et �(A) = �(B):

Par 1), limk!+1Bk = Op. Par a), limk!+1Ak = Op:


