TD n°17 bis. Espaces vectoriels normés de matrices

Exercice A. Exemples de normes d’algébre sur M, (R) et M,,(C)

1) Soit n € N*. On note M,,(C) le C-espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n.

Pour A = (a;j)1<i<n,1<j<n € My(C) , on pose | N(A) = maxi<i<n )iy |aij] |

Montrer que N(AB) < N(A)N(B).

2) On munit R™ du produit scalaire canonique (X | Y) = XTY et de la norme euclidienne associée || || .

On munit M,,(R) de la norme euclidienne canonique N(A) = \/tr(ATA) = /37", 370, af;.

Montrer que N(AB) < N(A)N(B).

3) Norme subordonnée a || ||; (inspiré des concours Centrale et X)

Soit n € N*. On note M,,(C) le C-espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n.

Pour tout vecteur X = (z;)1<i<n, € C", on pose || X|[; = Y1 |zl .

Pour A = (aij)1§¢§n71§j§n € MH(C) , Ol pose N(A) = maxi<;<n Z?:l \aij| = maxi<;<n HAjHl .

AX
a) Montrer que N(A) = supx 4 ”||X||”1
1

b) En déduire que N(AB) < N(A)N(B).

Exercice B. Classes de similitude

Soit A € M3(C) une matrice d’ordre 2 & coefficients complexes.
On considere trois cas :

A1 A0
Casl: A=Al ; CasH.A—(O A)’ CasHI.A-(O M) avec \ # (L.
On note Ay la classe de similitude de A, c’est-a-dire : M € Ay ssi 3P € GLy(C), M = P~LAP.

Déterminer dans chaque cas si Ay est une partie fermée (respectivement bornée) de Mo (C).

Exercice C. Suites des puissances d’une matrice

Pour A € M, (C), on pose ’ p(A) =sup{|A|, A € Sp(A)} ‘ et |All, = SUP1<j<n1<j<n laij] -

Rappel : Si A et B € M,,(C) sont semblables, alors limy,_, , o, A¥ = Oy ssi limy_ 4 o0 Bk = Op.

1) On suppose A triangulaire supérieure et 7 = p(A). On suppose | p(A4) < 1|.
Vi, tii =T
On considére T' € M,,(K) triangulaire supérieure définie par o
Vi < 7, tij = |al-j|
a) On a T =rl, + N, avec N nilpotente. Montrer que Vk € N, HT’“HOO < Z?;ol (I;.)rk_j HNjHoo.
b) Montrer que limy_, ;o T = Op.

¢) En déduire que limy_, 4o A% = O,

2) On revient au cas général. Montrer que si p(A) < 1, alors limy_, 4 o A% = O,,.



