TD n°16. Corrigé
1) a) Pour tout p > 0, (e"p("Q))neN est bornée ssi p < 1, donc R = 1.

2
1\" 1 1 1
b) On a <1+n> = exp <n2ln (1+n)> = exp <n2+0(1)> ~ %e”. Donc R =e!

2) Pour p €]0, R[, lim,, . 1 o0 a@np"™ = 0 (car 3. a,p™ cv), donc lim, . 4o b,p" = oo, d’oit R’ < p~ L.

En faisant tendre p vers R, on obtient R’ < R™!, c’est-a-dire RR' < 1.
L’inégalité peut étre stricte : Par exemple, avec a,, = 2" si n est pair, et 1 sinon, on a R = % et R =

x'r—l
3) a) La série de fonctions > (—1)"zP"*"~! converge normalement vers T
x

sur tout segment [0, a], o a < 1.

On a donc [ T a- koS [ (1)t gy = SO (=1)"armr
n a donc = = _—
01+tp n=0J0 n=0 pn 47
—1 pn+r —1)" pn+r
La série de fonctions > % cv uniformément sur [0, 1]. Donc z — ;Z% % est continue.
pn+r pn+r
. _ . . 1 Tt 4o (—1)”
En faisant tendre x vers 17, on obtient bien fo dr = -0 .
1+ 2P "= on4r
d
b) On a A = fol mez = arctan(1l) = —
1 1 1 1 1 (=™ 1 ™
C _* _ lors B = =S+ Zarctan(l) = =.
O i T 1)(dn + 3) 2(4n—|—1 4n+3>’a°rs 5 2n=09, 57 — g etanll) = g

4) On choisit a € F.
Une partition est entiérement déterminée par le choix de A contenant a et d’une partition de E \ A.

La partie A s’écrit de facon unique A = B U {a}, ou B est une partie arbitraire de F' = E'\ {a}.
Donc Spt1 =Y pep Sn—card 58 = Yji—o (1) Sn—k = Xi—o (1) Sk = o (1) Sk

5) On a ag = Sp = 1. On vérifie par récurrence forte que Vn € N, 0 < a,, < 1.

En effet, si la propriété est vraie pour tout 0 < k < n, on a a,4+1 < Zk 1 1

Donc la série entiére Y a,x™ est de rayon de convergence R > 1.

6) Soit = €] — R, R[. Ona f'(z) = £, 2 (n + Dappa™ = 3,20, %x”,

On reconnait Ir produit de Cauchy des séries entiéres > a,z" et Y ;2™ (bien définies pour z).

On obtient donc f'(z) = f(z) exp(z).

Do f(x) = K exp(exp(z)), et comme f(0) = ag = 1, alors f(x) = e ! exp(exp(z)).

—1 +oo exp(px) _ -1 +oo +oo (]m)n
7) On a donc f(z) = =0 e p=02n=0 "1
(pz)"

p'n' > (p,n)ENXN

Comme tous les termes sont positifs, la famille ( est sommable.

n
Par Fubini, on a donc Vz €] — R, R[, f(z) =e 131 ;ﬁg (5?2' .

Comme la fonction série entiére définit entiérement les coefficients de la série, on obtient :

Vn € N, an—e_lz+°° P
pln

+ p'll
. Donc S, = e 15770 —.
p=0 p!

1

5 —(e —1) <1, on montre par récurrence forte que Vn € N, 0 < a,, < 1. Donc R > 1.

8) Comme — Zk 1 k:'

9) On considere le produit de Cauchy de > a, 2" et de > 12"



Donc pour |z| < R, (Z::é anz"> e =Y (T, Han—)2" = ag + S (—an) 2™ = 2a0 — <Z:ioo anz”) .

x)gﬁléWQfe*”ﬂgilémfl 1 1 2

10) On a t C,_,v T _le 11 2
) n a tan 2 i eq,x/2 + e127/2 7 et 4+ 1 7 i e+ 1

T 1 2 2
one an(2> e( ie”+1) m(lJre”')

2
Or, 1+eim > an (i)™ done tan (g) = S (= 1) agy 12 car —iZEHL = (—1)k+L4,
e




