TD n°15. Corrigé

1 1
1) a) Convergence normale sur R, car ) sup,cp on sin(2"z)| = > o converge.

1
b) On a f(z) = §f(2x) +sin(z). Si f était dérivable, on aurait f/(0) = f/(0) + 1, ce qui est absurde.

2) a) On aln(1+2") < 2", d’ou la convergence de la série pour tout 0 < z < 1 (par comparaison avec une somme

géométrique). La convergence est normale sur tout segment [0, a], avec a < 1 (les sup sont atteints en x = a).
La convergence n’est pas normale sur [0, 1], car sup,ejo,ifIn(1 +2") =In2.

b) Par comparaison entre séries et intégrales, J(x) < f(z) <In2+ J(z), ou J(z) = 0 FIn(1 + e tnT) qt.

In(1 +¢ —1)nt 2
,ou K = f (1+e ) du= Oln(:_)dt— +foifﬂ—pau"ITT

On a J(z) = ne1"3 13

—Inx
2

On en conclut par pincement que f(z) ~ ﬁ
—z

lorsque x tedn vers 17.

3) Posons f,,(r) = 2" exp(—n2z).

Pour [a, b] C]0, +00[, on a sup,c(qp | fn| < 0" exp(—n2a).

Donc Y f, converge normalement sur tout segment [a, b] inclus dans |0, +oo[, donc f est continue sur |0, +oo.
I reste a prouver la continuité en 0, qui résulte de la convergence normale sur [0, 3], car 0 < f,,(z) < 2"

4) On pose M = sup(_, 4 | fo|- On montre par récurrence que Vn € N, Vz € [~a, a], |fu(2)] < MM
Donc la série de fonctions anl fn converge normalement sur tout segment vers une fonction F.

De plus, Vn > 1, f], = fn, donc Zn>1 f!, converge normalement, et F est C et F' =31 f,, = fo + F.
Donc F(z) = Ke® +¢® [ fo(t)e ! dt, et K =0, car F(0) = 327 f.(0) = 0.

5) Remarque : Les limites des f, et S existent dans R* U {400} par le th de la limite monotone.

a) On a supy ) fn = Ay. Donc ) f,, converge normalement.

Par le théoréme de la double limite, lim; 1 ;<1 S(t) = :{i% A

b) Soit p € N. On a >P_ f,(t) < S(t), donc par passage a la limite, Y 0 _ A, < limy_s1 <1 S(t).

En faisant tendre p vers 400, on a donc lim;_,; 11 S(t) = +o0.

c¢) On applique a) et b) avec fn(t) = an(l+t+ 12+ ... +t"1). Ainsi, lim¢ 1 <1 fo(t) = nap.

On obtient G (1) = "0 na, (dans R* U {+oc}).

6) On considere (d + 1) points fixés (xy)o<k<q dans [0, 1].

On a donc Vz € R, P,(z) = Zk o Pn(xr)Li(x), ot Li(x) =[]

I—CC]'
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On en déduit donc en faisant tendre n vers Vinfini que Vo € [0,1], f(x) = S9_, f(zx) Li(z).
Donc f est bien une fonction polyndéme de degré < d.

De plus, ||f — Pyl < Zi:o |f(z) — Po(zk)| || Lkl o, qui tend vers 0 lorsque n tend vers +oc.
Donc (P,,)nen converge uniformément vers f sur [0, 1].

7) a) Oui: On a Vo € E, lim, 40 |fn(z) — f(x)] = 0, donc lim,,— 4 oo maxzep | frn(z) — f(x)] = 0.

b) Tout x appartient & un intervalle [%, %}

On a done |fu(@) ~ f(2)|0n a | fa(@) = f(@)] < |ful@) = fulh)| +
2

Comme les fonctions sont 1-lipschiziennes, |f,(z) — f(z)] <

Julk) - £

Fa(&) = £E) + [ £(5) = 1)
<§> )] < 26+ [ falh) = 78]

< e. Donc Vn > ng, |fu(z) — f(z)] < 3e.

Pour n > ng assez grand, on a Vk € {1,2, ...,




