TD n°15. Suites et séries de fonctions
1
1) a) On considére Vo € R, f(z) = >/ o sin(2"z). Montrer que f est continue sur R.

b) Trouver une relation entre f(z) et f(2z). En déduire (par ’absurde) que f n’est pas dérivable en 0.

2) a) On considére f(z) = 3" In(1 + ™). Montrer que f est continue sur [0, 1.

La convergence est-elle normale sur [0, 1] ?

b) Trouver un équivalent de f(z) lorsque x tend vers 1~.

3) On considére f(z) = > 2" exp(—n?z). Montrer que f est continue sur [0, +oo].
4) (Oral Mines) Soit fo : R — R continue. On définit (fn)nen par foy1(z) = [ fa(t)

Montrer (en majorant a I'aide de Mo = supj_, 4 | fol) que > f; converge normalement sur [—a, a].

Trouver une équation différentielle vérifiée par F(z) = :{g fn(x).

5) On considére S(t) = 7% f,(t), avec f, positives et croissantes sur [0, 1[. On pose A, = lim; 1 fn(t).
a) On suppose >0\, < +00. Montrer que lim;_,1 ;<1 S(t) vaut 1% A

b) On suppose ZZ:()) Ap = +00. Montrer que lim;_,; 1«1 S(t) = +o0.

Indication : Montrer que Vp € N, Y-\, <limy ;41 S(¢).

c) Ezemple : Soit X une v.a. entiére et GX(t) =Y antn.

Gx(1) -Gx(t) 4o 1-—
1—t o =0T

On a Vvt € [0, 1], =Y R an(l+t+12+ ..+,

Montrer que X est d’espérance finie ssi Gx est dérivable en 1, et que G’y (1) = E(X).

6) Soit une suite (P,,)nen de polynomes de degré < d convergeant simplement sur [0, 1] vers une fonction f.
Montrer que f est une fonction polynome de degré < d, et montrer que la convergence est uniforme.
Indication : Utiliser les polynomes de Lagrange en (d + 1) points fixés (zx)o<k<a de [0, 1].

7) a) Soit (fn)nen une suite de fonctions convergeant simplement vers f sur I.

Soit E une partie finie de I. La convergence de (f,)nen est-elle uniforme sur E ?

b) (%) Soit (fn)nen une suite de fonctions 1-lipschitziennes convergeant simplement vers f sur [0, 1]

Montrer que (f)nen converge uniformément.

k
Indication : La convergence est uniforme sur E, = {, kEell,p— 1]]} .
p
On a aussi Vn € N, |f(2) — fu(y)| < |z —y|, et par passage & la limite, |f(z) — f(y)| < |z —y|.

On choisit p tel que % < e. Montrer que pour n assez grand, Vz € [0, 1], | fn(x) — f(z)] < 3e.



