TD n°14. Probabilités. Corrigé

1) a) Ny = Z?:l Lx,=k, donc Ny suit la loi binomiale B(n, p;).

b) On a E(Ny) = npy et V(Ng) = n(px —pi).

Et si k £ 1, E(NyN;) = Zlgign Zlgjgn E(1x,=k1x,;=1) = n(n — 1)pgp;. Donc Cov(Ng, Ni) = —nppi.-

2) Ona P(V > j) = (1 - i>2, donc E(V) = > 1, (1 — j)2 =37 (i)Q Donc lim,, 1« E(D) = %

n
OnaW=(mn+1)—min(X,Y), ot X' =n+1—-Xet Y =n+1-—Y quisont i.i.d. de loi uniforme.
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On pose V =min(X,Y), W =max(X,Y) et D = |X — Y. Calculer E(V) et E(W), laloi de D et E(D).

1 1
On a D =W —V, donc par linéarité de ’espérance, lim,_, 1 EE(D) =3
1\? 1
OnaP(D=0)=P(X=Y ==
wa P(D=0)=P(X =)= Z(n) .
Pour k€ [Ln—1], P(D=k) =YV P(X =k, Y =j+k) + Y/ P(X =j+kY =k).
1
DoncP(D:k)zzz;?_f<> D " k
n

3) On sait que X + Y suit la,loi de Poisson 73()\ +p).

P(X=kY=n—k) M pr* n! M=k
P(X,)Y)=(kn—k) | X+Y =n)= ’ = A p) 7 (M) — (M 22
(XY) = (kn—k) | X+¥ =n) P(X+Y =n) K (n—k)!© A+ )" ()(A+u)”
A

11 s’agit donc la loi binomiale B(n,p), avec p = N a (et g=1—p= ﬁuu)
4) a) f:t+— e'® est convexe, donc f(t) < L(t) corde de f sur [—1,1].

t_ -t t ot
OnaL(t):e_t+(t+1)e c ,doncetXSe_t—k(X—i—l)e =cht+ Xsht.

2
Donc E(e!X) < cht < exp (2> :

E tSn E tX\n t2
b) On a Vt > 0, P(S,, > s) = P(e!% > ¢!%) < (™) = () = exp <n2 —ts) .

2n
5) a) P(S = k) = Y15 P(S = k | N = n)P(N = n).
Or, P(S=k|N=n)=P0 " Xi=k|N=n)=P(>., X; =k) car N indépendante des Zj.

2
s s
En prenant ¢ = —, on obtient P(S,, > s) < exp < >
n’

Donc P(S=k|N =n)=(} ) kg"=k  cf loi binomiale B(n, p).
n )\TI,
400 k. n—k —-A
Donc P(S ]{3 ( ) Zn LD q m@ .
On conclut P(S =k) = DA - :;S,; g = p e Ayt J = DA A = @6_)“’0.

k!
Donc X suit la loi P(\p).

(n—k)! 3] 51

OnaTl = Z,ivzl Xp, oit les X, = 1 — X}, sont des v.a. i.i.d. de Bernoulli de loi B(q) indépendantes de N.
Donc Y suit la loi P(\q).

b)OnaP(S=kT=j)=P(S=kN=j+k)=P(S=k|N=j+kP(N=j+k).

AU+E) A pEAF . qJ/\Je
G+m° k! 3!

On en déduit que P(S =k, T =j) = P(S=k) P(T' = j). Donc S et T sont indépendantes.
) =

¢) On a Gy (t) = XD et Gx(t) = (¢ + pt), donc Gg(t) = Gn(Gx(t)) = eMatP)—1) — pA(t=1)

—qA

Par a), on obtient donc P(S =k,T = j) = (’fﬂ)p ¢ x



