TD n°14. Espaces normés de matrices

Exercice A. Deux exemples de normes d’algébre sur M, (R) et M,,(C)

1) Soit n € N*. On note M,,(C) le C-espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n.
p

Pour A = (aij)lgigmlgjgn S Mn(C) , Ol pose N(A) = maXxj<i<n Z?:l \aij\ .

Montrer que N(AB) < N(A)N(B).

2) On munit R™ du produit scalaire canonique (X | Y) = XTY et de la norme euclidienne associée || || .

On munit M, (R) de la norme euclidienne canonique N(A) = /tr(ATA) = />3, >, afj.

Montrer que N(AB) < N(A)N(B).

Exercice B. Suites des puissances d’une matrice

Pour A € M,,(C), on pose | p(A) = sup{|A|, A € Sp(A)}] et [| 4[|, = sup; <y 1<jn lais]

Rappel : Si A et B € M, (C) sont semblables, alors limy_, 4 Ak = Op ssi limy 4o BF = Op.

1) On suppose A triangulaire supérieure et 7 = p(A). On suppose | p(4) < 1|.
Vi, tii =T
On considére T € M,,(K) triangulaire supérieure définie par o
Vi < 7, tij = |al-j]
a) On a T =rl, + N, avec N nilpotente. Montrer que Vk € N, HT’“HOO < Z?;ol (];f)rk_j HNjHOO.
b) Montrer que limg_, 100 7% = O,.

¢) En déduire que limy_, 4 o, A% = O,,.
2) On revient au cas général. Montrer que si p(A) < 1, alors limg_, 4o A% = O,,.

Exercice C : Cas d’égalité dans 1’inégalité triangulaire

On munit R™ de la norme euclidienne et du produit scalaire canoniques. Soit X : [0,1] — R™ continue.
1) Soit V € R™ non nul.

Montrer que fol (V,X(t)) dt = fol IV [|X(¢)]| dt ssiil existe une fonction continue positive p telle que
v € [0,1], X(t) = p(t)V

2) (%) Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :

() || Jy X @) atf| = o 1x ) at

(i) 11 existe p : [0,1] — RT continue et V € R™ tels que Vt € [0,1], X (t) = p(t)V.

Indication : Pour prouver que (i) implique (ii), utiliser V' = fol X (t)dt.



