TD n°14 bis. Probabilités
1) Marche aléatoire équilibrée sur 7Z

On considere S, = > ; X;.somme de n variables indépendantes de Rademacher (X; : Q — {—1,1}).
On note p(n) = P(S, =0) et Vn € N*, f(n) = P(S, =0et S;1 #0, Sy #0, ... , Sp—1 #0).
Autrement dit, f(n) est la probabilité de premier retour en 0 en n.

a) On prend p(0) = 1. Montrer que pour tout n = 2k pair, p(n) = (215‘;)4*’C et que p(n) = 0 si n impair.
On pose P(t) = 12 p(n)t™ et F(t) = 32 f(n)t" pour ¢ < 1.

On obtient alors (admis ici) que p(n) = (2,5)4*’“ ~ ﬁ et Vt € [0,1[, P(t) = (1 —t?)~1/2,

b) Calculer f(1), f(2) et f(4). Montrer que > f(n) converge.

c¢) On considére les événements A, : S, = 0 et By : “ Le premier retour en 0 se fait au temps k ”.

Montrer que P(A,) =Y y_, P(Ay, | Bi)P(By).

d) Montrer que P(A,, | By) = p(n — k). Ainsi, Yn > 1, |p(n) = > p_; p(n — k) f(k) |

e) En déduire que V¢ € [0,1], P(t) = 1+ P(t)F(t).
On en conclut Vt € [0,1[, F(t) =1 — (1 — t3)1/2,

f) Montrer que Z::i% (n) = 1. Donc presque siirement, il y a retour en 0.

2) Inégalité de Jensen. Soit f: R — R une fonction convexe.

a) Montrer que f admet une dérivée & gauche et une dérivée a droite en tout point pu € R.

b) Montrer que pour tout p € R, il existe une fonction affine L telle que Vt € R, f(u) = L(p) et f(t) > L(t).
c) Soit X une v.a. réelle telle que f(X) est d’espérance finie.

Montrer que X est d’espérance finie et que f(E(X)) < E(f(X)).



TD n°14 bis. Corrigé

1) On note X,, € {—1,1} la n-iéme variable de Rademacher, c’est-a-dire S, = > " | X;.

a) S, = X1+ X9 + ... + X, suit une loi binomiale & valeurs dans {n — 2k, k € {0,1,2,...,n}}.
Pour le prouver, il suffit de décomposer X,, = 1 — 27, ou Z,, variable de Bernoulli B (%)

Donc P(Sp=n—2k) =P(Zi+ ...+ Zn=k) = (})27" = (2,5)4_’“. On prend k = $n si n pair.
b) On a f(2) = P(S2 =0) = P(Xa = —X1) = 35

Ona f(4) = P(Xo = X1)P(X3=—-X1, X4 = —X1) =311 =1

Comme les f(n) sont les probabilités d’événements disjoints, alors par additivite, 32 f(n) < 1.

c) S’il y a retour en A, il y a nécessairement premier retour en un k € [1,n].

De plus, les By, sont disjoints deux a deux. Donc les A, N By, avec 1 < k < n, forment une partition de A,.

Donc P(Ap) =374y P(An N By) =374 P(Ay | Br)P(By).

Remarque : 1l ne s’agit pas stricto sensu de la formule des probabilités totales, car ici, les B, ot 0 < k < n, ne
forment pas un systéme total.

d) On a P(A,, | By) = P(Xj41 + Xpr2+ ... + X, =0 | By).

Comme (Xgi1,.5..,Xn) et (Xi,...,Xx) sont indépendantes, alors : P(Xgi1 + Xgy2 + ... + Xy = 0 | By) =
P(Xpy1+ Xpyo + .. + X5 = 0) = p(n — k).

e) Les rayons de convergence de Y p(n)t"™ et > f(n)t" sont > 1, car 0 < f(n) < p(n) < 1.

Par produit de Cauchy, on a donc V¢ € [0,1], P()F(t) = 3220 (O f_gp(n — k) f(k)).

Comme f(0) =0,ona ) ,_op(n—Fk)f(k)=>j_,p(n—k)f(k) =p(n) pour n > 1.

Donc Vt € [0,1], P(t)F(t) = 3.2 p(n)t" = P(t) — 1.

f) Comme Y79 f(n) converge (absolument), alors 3 f(n)t" converge normalement sur [0, 1].

Donc F est continue en 1, et ainsi, Y720 f(n) = F(1) = limy_,1 1«1 F(t) = limy—1 41 (1 — (1 — £2)1/2) = 1.
Remarque : Pour t € [0,1], on a F(t) =1 — (1 —t2)1/2,

Dousin=2k>2, f(n)=23132 (k-3) % = 3 Ei{?z'ﬁ = s=p(n).

f(z) = f(p)
7

2) a) Comme f est convexe, la fonction pente ¢ : © — A(z, pu) = est croissante sur R\ {u}.

(cela résulte de I'inégalité des pentes : si a > b < ¢, on a A(a,b) < A(af c) < A(b,c)).

Donc ¢ admet (par le théoréme de la limite monotone) une limite & gauche et une limite a droite en p.
b) De plus, on a () < (). On considere alors L(z) = f() + Bz — ), o f3() < B < fi(1)

En effet, pour = < p, p(z) < fg(1), donc en intégrant sur [z, u], f(z) > f(p) + fo(p)(z — p) > L(z).

De méme, pour = > p, fi(p) < ¢(x), donc en intégrant sur [z, p], f(z) > f(u) + fi(p)(x — p)L(x).

¢) On prend pp = E(X). On a f(z) > L(z), donc E(f(X)) < E(L(X)) = L(E(X)) = f(E(X)).



