TD n°12. Corrigé

1) a) Pour tout p > 0, (e”p(”2))neN est bornée ssi p < 1, donc R = 1.

" . 1 1 . o
b)Ona<1+n> exp<n ln(1+n)>exp<n 2+0(1)> \/ée.Donche

1
c) >_n! 2" : Par le critere de d’Alembert, R = lim,,, 4 T 0.
00

2) Pour p €]0, R, lim,, . 1 o0 anp™ = 0 (car > a,p" cv), donc lim,,_, { o b,p" = 0o, d'out R’ < p~L.
En faisant tendre p vers R, on obtient R’ < R™!, c’est-a-dire RR’ < 1.

L’inégalité peut étre stricte : Par exemple, avec a,, = 2" si n est pair, et 1 sinon, on a R = % et R =

3) On considére la série entiere f définie par Vz €] — 1,1], f(z) = Zn 0x"

Donc Vz €] — 1,1] f’(x): =Y na" et F(z) = [ f(t)dt = —In(1—z) = :,2%2:11: Fooe,

Avec z = %, on obtient U = a:f’(a:) =2, W=F(z)=1n2.

En dérivant deux fois, et en écrivant n? = n(n — 1) + n, on obtient, avec x = 1, V = 2% f"(z) + 2 f'(z) =4+ 2 = 6.

LL'T_I
4) a) La série de fonctions Y (—1)"zP"+7~1 converge normalement vers T S tout segment [0,a], ot a < 1.
x
) t’r'—l (_1)nxpn+'r
x — oo T/ 4\ngpntr—1 _ +oo _
On a donc [, i dt noo Jo (1)t dt T
(—1)"gPntr too (=1)maPmtr
La série de fonctions > o & uniformément sur [0,1]. Donc z — "=/ T est continue.
n—+r n+r
. p ' ' e . (_1)n p
En faisant tendre x vers 17, on obtient bien fo de =) —5—"—.
14 2P pn+r

b) On a A = fol 1173;2 = arctan(1) = g

1 1/ 1 (-1 1 o
C _ 2 _ lors B= =S 7> Z arctan(1l) = —.
O T D@ +3) 2 <4n—|—1 4n+3>’ alors B=5 209,57 — g retan(l) = 3

5) On choisit a € E.
Une partition est entierement déterminée par le choix de A contenant a et d’une partition de E \ A.

La partie A s’écrit de fagon unique A = B U {a}, ou B est une partie arbitraire de F = F \ {a}.
Done Spi1 =3 pep Sn—cara B = Zgg (1) Sk = ko (24 S = g0 () -

6) On a ay = Sp = 1. On vérifie par récurrence forte que Vn € N, 0 < a,, < 1.

En effet, si la propriété est vraie pour tout 0 < k < n, on a a,4+1 < Zk !

Donc la série entiére Y a,x™ est de rayon de convergence R > 1.

; + + ak
7) Soit z €] — R, R[. On a f'(z) = > 20 (n+ Dant1z™ =3 20> 1o mm”
On reconnait Ir produit de Cauchy des séries entieres Y an,z™ et Y %x” (bien définies pour x).

On obtient donc f'(x) = f(x)exp(z).

Dot f(z) = K exp(exp(z)), et comme f(0) = ap = 1, alors f(z) = e~ ! exp(exp(z)).

8) On a donc f(z) =e™* Z+°° exp;(!px) — el Z (Pz)n



n
Comme tous les termes sont positifs, la famille <(p?)' ) est sommable.
p:n (p,n)ENXN
Par Fubini, on a donc Vz €] — R, R[, f(z) = e 13120 p 0 (;)?2' :

Comme la fonction série entiére définit entierement les coefficients de la série, on obtient :

-1 +oop —1 +oopn
VneN, a,=e"" 3~ . Donc S, =e 1Y " —

p=0 pl’
1 +oo 1135 (2n — 1) 1 (2n)! - (2n)!
9) OnaVz €] —1,1], 1—337 nep CnZ", avec = 15557 5 Sl 20 (nl) (a2
1 P : : +oo (277’)' 2n+1
Donc — = Zn 0 CnT™, et par intégration, arcsinx =

V1-— n=0 gn(p)2 20 + 1’

10) On a d’une part Vt € [O, g}, arcsin(sint) = ¢, donc foﬂ/2 arcsin(sint) dt = Y70t dt =

too (2n)! (sint)%'*'1
n=0gn(ph2 2p+1

T
D’autre part, pour tout ¢ € [0, 5 {, sint € [0, 1], donc arcsin(sint) =

On applique le théoréme d’intégration terme a terme. En effet, tous les termes sont positifs, et on a :

*i /”/2 (2n)! (sint)2nt! dt_f (2n)! Wapis _*i:"’ 1
— Jo  4n(n))2 2n+1 a2+l = (2n+ 1)

2
oo ! Donc 7% _r T

Comme la série converge, alors foﬁ/Q arcsin(sint) dt = —0 m n=0 (2n + 1) 3



