
TD n�12. Corrigé

1) a) Pour tout � > 0, (en�(n
2))n2N est bornée ssi � < 1, donc R = 1:
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en. Donc R = e�1:

c)
P
n! zn : Par le critère de d�Alembert, R = limn!+1

1

+1 = 0:

2) Pour � 2]0; R[, limn!+1 an�
n = 0 (car

P
an�

n cv), donc limn!+1 bn�
n =1, d�où R0 � ��1:

En faisant tendre � vers R, on obtient R0 � R�1, c�est-à-dire RR0 � 1:

L�inégalité peut être stricte : Par exemple, avec an = 2n si n est pair, et 1 sinon, on a R = 1
2 et R

0 = 1:

3) On considère la série entière f dé�nie par 8x 2]� 1; 1[, f(x) = 1
1�x =

P+1
n=0 x

n.

Donc 8x 2]� 1; 1[ f 0(x) = 1
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Avec x = 1
2 , on obtient U = xf

0(x) = 2, W = F (x) = ln 2.

En dérivant deux fois, et en écrivant n2 = n(n� 1) + n, on obtient, avec x = 1
2 , V = x

2f 00(x) + xf 0(x) = 4 + 2 = 6:

4) a) La série de fonctions
P
(�1)nxpn+r�1 converge normalement vers xr�1

1 + xr
sur tout segment [0; a], où a < 1.

On a donc
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La série de fonctions
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pn+ r
cv uniformément sur [0; 1]. Donc x 7�!

P+1
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(�1)napn+r
pn+ r

est continue.

En faisant tendre x vers 1�, on obtient bien
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:

b) On a A =
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:
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5) On choisit a 2 E.

Une partition est entièrement déterminée par le choix de A contenant a et d�une partition de E nA.

La partie A s�écrit de façon unique A = B t fag, où B est une partie arbitraire de F = E n fag:

Donc Sn+1 =
P

B�F Sn�cardB =
Pn

k=0

�
n
k

�
Sn�k =

Pn
k=0

�
n

n�k
�
Sk =

Pn
k=0

�
n
k

�
Sk:

6) On a a0 = S0 = 1: On véri�e par récurrence forte que 8n 2 N, 0 � an � 1:

En e¤et, si la propriété est vraie pour tout 0 � k � n, on a an+1 �
1

n+ 1

Pn
k=1 1 = 1:

Donc la série entière
P
anx

n est de rayon de convergence R � 1:

7) Soit x 2]�R;R[. On a f 0(x) =
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On reconnaît lr produit de Cauchy des séries entières
P
anx

n et
P

1
n!x

n (bien dé�nies pour x).

On obtient donc f 0(x) = f(x) exp(x):

D�où f(x) = K exp(exp(x)), et comme f(0) = a0 = 1, alors f(x) = e�1 exp(exp(x)):
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:



Comme tous les termes sont positifs, la famille
�
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est sommable.

Par Fubini, on a donc 8x 2]�R;R[, f(x) = e�1
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:

Comme la fonction série entière dé�nit entièrement les coe¢ cients de la série, on obtient :
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:

9) On a 8x 2]� 1; 1[, 1p
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Donc
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2n, et par intégration, arcsinx =
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10) On a d�une part 8t 2
h
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�
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i
, arcsin(sin t) = t, donc
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:

D�autre part, pour tout t 2
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:

On applique le théorème d�intégration terme à terme. En e¤et, tous les termes sont positifs, et on a :
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Comme la série converge, alors
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