TD n°12. Séries entiéres.

Exercice A. Calculs de rayons de convergence

1) a) Déterminer le rayon de convergence de ) ez,
2

1 n
b) Déterminer le rayon de convergence de > a,z", avec a, = <1 + > .
n

¢) Donner un exemple de série entiére de rayon de convergence R = 0.
1

2) Soit Y anz™ une série entiére de rayon de convergence R € R%. On pose b, = —, et R’ le rayon de ) b,,2".
GQp

a) Montrer que RR' < 1. Indication : Noter d’abord que pour tout p €]0, R[, (anp")nen tend vers 0.

b) Donner un exemple ou RR' < 1.

Exercice B. Calculs de sommes utilisant les séries entiéres

1
3) Calculer les sommes U = Zn 0 2n et V= Zn 0 on et W= Zn 1 on
4) a) Soient p et r € N*. Montrer que Y19 (]En ) fo g acp
o 4o (=1)" e 1 1 1
b) Déterminer A =720 m, et en déduire B = %3 + 7 + 9% 11 +

Exercice C. Série génératrice des partitions

On consideére S, le nombre de partitions de E = [1,n].

Remarque : une partition de E est un ensemble de parties disjointes non vides dont la réunion est F.

5) On a Sy = 1. Montrer que Sp11 =Y 1, (Z) S},

Indication : Considérer la partie A de la partition contenant un élément a € F fixé.

S, . ak
6) On pose a, = n—? On obtient donc (n+ 1)an+1 = Y ey [
Montrer que la série entiére » a,z™ est de rayon de convergence R > 0.
7) On pose Vz €] — R, R[, f(z) = >/ ana".

En utilisant une équation différentielle, montrer que f(z) = e~ ! exp(exp(z)).

o0 P"

8) En utilisant le théoréme de Fubini, montrer la formule de Dobinsky : S, = e~} szo -
p!

Exercice D. Développement de arcsin et intégrales de Wallis
oo (211)! p2n+l
n=04n(p)22n + 1

9) Montrer que Vz €] — 1,1[, arcsinz =

10) On consideére 'intégrale de Wallis W,, = 7r/2 (sint)" dt.
n—1 . . A7 (1)
Wip—s. D’ott on déduit Wy, 11 = (Qn(-}_)l)l

+o0 1
"=0 (2n 4 1)

Par une IPP, on obtient Vn > 2, W,, =

En considérant fow/ 2 arcsin(sint) dt, déduire de ce qui précede la valeur de



