TD n°09. Espaces euclidiens. Corrigé

1) a) (A, B) = 3| cicn1<jen @ishij est le psc dans My, (R) = R Et N(4)? =7, 37 a2 = Y0 [ 44]2.

b) [[ATX|P = S5 (4 | X2 < T 41 X = V(A1 X].

Comme N(A) = N(AT), on a aussi VX € R”, [|[AX] < N(A) || X].

¢) Les colonnes de AB sont les AB;, donc par b), N(AB)? = 3" [|AB;||> < 20| N(A)? || B)||> = N(A)*N(B)?.
Preuve directe (via Cauchy-Schwarz) : N(AB)?2 =" 37, (Z’;:l aijbjk)2

(Sioyaibin) < (Siyad) (Tiy bh). done N(AB)? < (L0, iy a3 ) (Shoy Sy ) = N(A2N(B)2

d) Montrons que S, (R) et A, (R) sont orthogonaux. Soient (S, R) € S,(R) x A, (R).

Alors (R | S) = tr(RTS) = —tr(RS) = —tr(SR) = —tr(STR) = —(R | S), donc (R | S) = 0.

On sait A =S5+ R, avec S = 3(A+ AT) € S,(R) et R = J(A — AT) € A,(R).

Par Pythagore, N(A—S) est minimale lorsque S est le projeté orthogonal de A sur S,,(R), donc pour S = 3(A+A”).
2) a) Soit A € O,,(R) N M,,(Z). Chaque colonne A; est de norme 1, c’est-a-dire > -, (a;;)% = 1.

Comme les coefficients (a,-j)2 sont des entiers, ils sont tous nuls & ’exception d’un seul qui vaut 1. Donc il existe
gj €{-1,1} et 0(j) € {1,2,...,n} tels que A; = ¢;E5;).

Comme A est inversible, les o(j) sont deux a deux distincts, donc o est une permutation de {1,2,...,n}.
Réciproquement, toute matrice A = <€1EJ(1), - leg(l)) convient.

Il'y a 2" choix pour (g1, ...,&y,) et n! pour o, donc 2™ n! choix pour A.

b) On impose de plus la condition det A = 1, ce qui revient & exprimer €, en fonction des autres ¢; et de o.

On obtient donc 2”1 n! choix pour A € SO, (R) N M, (Z).

3) a) Les A; sont orthogonaux, donc par Pythagore,
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b) On a d’autre part s = (Z?:1 Aj | Z), ou Z = (1,1,...,1).

Donc par Cauchy-Schwarz, |s| < HE;;l AjH | Z|| = v/nyn = n.

Remarque : On peut aussi appliquer Cauchy-Schwarz dans R™ :

On pose (s1, ..., $n) les coefficients de 371 Aj. On a alors [s| < [s1|+ ... + [sn| < V82 + .+ 82 =n.
Remarque anecdotique : En revanche, on a seulement » 1", 377 [aij| < ny/n .

En effet, par Cauchy-Schwarz dans R(™"), 377 121 laij] < \/ZZ 12 =1 U\/ZZ 121 Zj = ny/n.

4) a) On applique le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt & (Aq, ..., 4,).

On obtient une base orthonormée (Uy, ..., Uy) de R™ telle que Vj, Vect(Uy, ...,U;) = Vect(Ay, ..., A;).

b) La matrice U = (Uy, ..., Uy) définie au b) est orthogonale. De plus, on a A; = 25:1 ti;Ui.

Donc A = UT, ou T est la matrice triangulaire de coefficients ¢;;. Remarque : T = Maty, . v,)(A1, .., An).
c) On a A; = UTj}, donc ||A;|| = ||7}]], et a fortiori, || A;] > |¢t;;].

On obtient donc |det A| = [det T| = [T;_; [¢;;] < [Tj_q [ 4;]l-

d) On applique c) & la matrice A™!. On a donc A~' = UT, donc A =T-1UL.

On a bien T ~! triangulaire supérieure et U~! = U’ orthogonale.



