TD n°8. Réduction en algébre linéaire. Corrigé

A. En développant selon la deuxiéme ligne, on a :

z—1 =2 —€
0 -2 0 |=(@=-2) x_‘gl x_—51 ‘ =(z-2)((x—1)2—1) = z(z — 2)%. Donc Sp(A) = {1,2}.
—€ -2 x-1
-1 2 ¢ lsie=—1 2sie=—1
On arg(A—21[3) = 0 0 0 = , donc dim Ey =
e 2 —1 2sie=1 lsie=1
Donc A est diagonalisable lorsque ¢ = —1 et A n’est pas diagonalisable lorsque ¢ = 1.

B.1) a) On a u(X*) = =25 (X + D! — X*1) = XF 4. de degré k.

La linéarité de u est immédiate. Donc pour tout @ € K, [X], u(Q) est un polynome de degré < n.
b) La matrice de u dans la base canonique (1, X, ..., X™) est triangulaire supérieure, avec des 1 sur la diaognale. Donc 1 est

la seule valeur propre de u, et pour n > 1, u n’est pas diagonalisable (car u # Id).

B.2) On a u(X*) = (n — k)X* + ... La matrice de u dans la base canonique est donc triangulaire supérieure, avec (n + 1)

valeurs propres distinctes. Donc u est diagonalisable.

C.1) On a BA = B(AB)B™!, donc AB et BA sont semblables.

C.2) On a E13FE11 = O3 et E11E12 = E15 non semblable a Os.

C.3) a) B — pul est inversible ssi p distinct des valeurs propres de b.

Comme elles sont en nombre fini, alors pour k assez grand, % n’est pas valeur propre de B.

b) Par 1), pour k assez grand, les matrices ABy, et B A sont semblables donc ont le méme polynéome caractéristique. Pour

tout k assez grand, on a x 45, = Xp, A-

Or, les polynodmes caractéristiques de A(B—pul,) et de (B—pul,) A sont des polynomes dont les coefficients sont des polyndmes

en 4 (pour A et B matrices fixées). D’ott la continuité par rapport a p.
Comme limy_, oo AB = AB, alors limg_—. 400 X4, = Xap-Et de méme lim,_. 400 Xp, 4 = XBa-

En faisant tendre k vers +oo dans x 45, = Xp, 4, On en déduit donc que x 45 = Xpa-

T 0 o - -1
-1 = 0
D.1) On a x;(z) = det 1 2 . 0 | Ondéveloppe selon la premiere ligne.
0 . . g
0 0 - -1 a

On obtient : x;(z) = 2™ + (=1)" " }(=1)(-1)" "1 =2" — 1.

D.2) x, est scindé & racines simples et les racines sont les racines n-iétme de 1'unité w”, ot 0 < k < n.
Question supplémentaire : Pour déterminer @, on cherche une base de vecteurs propres.

On résout donc JX = w’/ X, qui s’écrit z;41 = w/z;. On obtient par exemple X = (w")o<j<n.
autrement dit, la matrice de Van de Monde @ = (w%)o<i<n,0<j<n convient.

D.3) a) J* est la matrice définie par J*(e;) = €(j+k) mod n-

b) Avec Q~'JQ = D diagonale, on a Q~'J*Q = D* donc les J* sont codiagonalisables.

¢) Donc Q7'MQ = 32375 axQ~'JFQ = 125 a D,

Donc M est diagonalisable et les valeurs propres sont les ZZ;S ap(w)F = P(w?).

Donc det M = [[}Z) P(w’).

Exemple : Pour n = 3, det = (a+b+c)(a+bj+cj?)(a+bj? +cj), ou j = e2™/3,
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