TD n°8. Réduction des endomorphismes

Exercice A. Exemple de réduction de matrices d’ordre 3

1 2
Déterminer le spectre de A= 0 2 ,ouce € {—1,1}. La matrice A est-elle diagonalisable ?
e 2
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Exercice B. Exemples d’endomorphismes dans ’espace des polynoémes

1) Soit n € N*. On considére u : K,[X] — K,[X]| P(X)+— Q(X), ou Q(z) = f;“ P(t) dt.
a) Justifier que u est un endomorphisme.

b) Montrer que 1 est la seule valeur propre de u. L’endomorphisme v est-il diagonalisable ?

2) Soit n € N. Montrer que u : R, [X] — R,,[X] défini par uw(P) =nP — (X + 1)P’ est diagonalisable.

Exercice C. Polynomes caractéristiques de AB et BA

Soient A et B € M, (R) deux matrices carrées d’ordre n & coefficients réels.

1) a) On suppose B inversible. Montrer que les deux matrices AB et BA sont semblables.
b) Donner un exemple de matrices A et B € M,,(R) telles que AB et BA ne sont pas semblables.
Indication : Considérer des matrices canoniques E;; dans Ma(K).

2) On suppose B quelconque.

a) On note A I'ensemble de valeurs de i € R telles que B — ul, est inversible.

En déduire que pour k assez grand, la matrice By = B — %In est inversible.

b) En déduire que dans le cas général, les matrices AB et BA ont le méme polynome caractéristique.

Indication : Utiliser la continuité (comme fonctions de y) des coefficients de x 4(p_,r) €t de X(p_p1)4-

Exercice D. Déterminant circulant

Soient ag, ai.,...,an—1 € C. On pose P = EZ;OI apXF.

0 O o --- 1 ag Qp_1 - as ai

1 0 0 .o a a  ap-1 - a2
On pose J = 10 . 0 | = (Gi=¢+1) modn)1<i<ni<j<n €t M = az ai ag

0 . . 0 [

o o0 --- 1 0 Ap—1 - as ai ap

1) Démontrer que le polynéme caractéristique de J est x ;(z) = det(zl,, — J) = (2™ — 1).

2) En déduire que .J est diagonalisable que ses valeurs propres sont les w/, o1 0 < j < n et w = eim/n

Remarque : Question supplémentaire : Trouver Q € GL,(C) telle que Q~1JQ est diagonale.

3) a) Expliciter J* pour tout k € N (noter que I'endomorphisme associé u est défini par u(e;) = €(j+1) modn)-
En déduire que M = aol, + a1J + ... + ap_1J" L.

b) Justifier que les J* sont codiagonalisables (c’est-a-dire qu'ils sont diagonalisables dans une méme base).

c¢) En déduire que M est diagonalisable de valeurs propres P(w*) et que det M = Hz;é P(wh).



