TD n°7. Corrigé

Exercice A. Matrices compagnons

1) a) On a P,(z) = 2Qn_1(z) — (—1)" Y(—ag)(—1)"' = 2Q,_1(z) + ao.
Par hypothese de récurrence, Q,,—1(z) = 2"~ 1 + >} akxk L dou Py(z) = 2" + Zk o apzh.

b) En retranchant, pour ¢ = 2,3, ...,n, a la i-iéme ligne la précédente multipliée par E’ on obtient

z 0 --- 0 ag
x .o a; + apx !
Pa(z)=10 "-. . 0
: 0 =z Un-9 + Qp_3x " + ...+ aox_(”_l)
0 -« 0 0 z+4+ap1+anor t4+a, 322+ . +apz™

Donc Vz # 0, Py(z) = 2" Y2+ an_1 + an o2t +an 32 2+ ... +apz ™) = 2" + Zk 0 apzk

Deux polynémes qui coincident sur C* sont égaux, donc P, (x) = =™ + Zk 0 apzk.

Exercice B. Calcul du déterminant de Van der Monde par deux méthodes

1) a) On développe selon a derniére ligne : On obtient P(z) = > ", cjx?, avec ¢j = Vp_1(a1,ag, ..., an_1).

b) On suppose que a1, as, ..., a,—1 sont deux a deux distincts.

Pour tout k € {1,2,...,n — 1}, on a P(a) = 0 (car la matrice associée admet deux lignes égales).

Comme deg P < n—, alors P(z) = A = [[}Z] (z — ax), et il résulte de a) que A = V;,_1 (a1, ag, ..., an_1).

c) Il résulte de b) que V, (a1, as,...,a,) = Vh—1(a1, a2, ..., an—1) HZ;%(.T — ay) lorsque les ag, avec 1 < k <n —1,
sont distincts deux a deux. La relation est aussi vraie sinon, car les deux termes sont nuls.

d) Noter que Vi(a1) =1 et Va(ai,az) = az — a1. On conclut par récurrence immeédiate sur n.

2) a) On part de la matrice de Van der Monde.

En ajoutant a la derniére colonne une combinaison linéaire des autres, on a

1 a; a2 - afi” z P,—1(a1)

1 ay a3 --- a5 " Pu_1(a2)
Vn(a17a27-~7an) = . . . . .

1 a, a2 -+ a" % P, 1(ay)

De méme, on ajoute & 'avant-derniére colonne une combinaison linéaire des précédentes.

On procéde de méme avec les colonnes jusqu’a la premiére.

On obtient bien Vj,(a1,as, ..., an) = det(Pj(a;))1<i<n,0<j<n—1-

b) On prend Pj(z) = ngl(x —a;). On a donc Pj(a;) = 0 pour tous i < j.

Dans ce cas, (Pj(ai))1<i<n,0<j<n—1 €st une matrice triangulaire inférieure.

Donc det((Pj(a;))1<i<n0<j<n—1 = [[i=y Pi-1(a:) = [[;;(a; — a;), ce qui permet de retrouver 1) d).

c¢) Par n-linéarité par rapport aux colonnes, on obtient (A1...\,) V(a1 .., an).

3) On développe le déterminant obtenu selon la ,premiére ligne (il s’agit en fait d’un déterminant par blocs).

(ag —a1) az(az—ay) -+ ay” Q(ag—al)
(a3—a1) ag(az—a1) -+ af *(a2—a1)

On obtient donc V,, (a1, ag, ..., an) =

(an —a1) aplanp —ay) --- ag_Q(an —aj)
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