TD n°7. Déterminants.

Exercice A. Matrices compagnons
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1) Montrer que P,(z) = 2™ + S 724 agz® de trois fagons :
a) En développant selon la premiére ligne et par récurrence sur n.
b) En opérant sur les lignes (méthode du pivot) en supposant = non nul.

c¢) En développant selon la derniére colonne : P,(z) = agCy + a1C1 + ... + an—2Cp_2 + (& + ap—1)Chr—_1, avec

x 0 0 0
N
0 -1 = O
0 0 -1 =
Cp= (-1 1F 1 2z 0 0 | avecdes blocs diagonaux d’ordres k et (n—1—k).
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0 ooz
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Exercice B. Déterminant de Van der Monde

1) Pour (a1, asz,...,a,) € K™, on définit le déterminant de Van der Monde par

Va(as, az, ..., an) = det(a] i<icni<jcn
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a) Pour z € K, on pose P(z) = Vy,(a1,a2,...,ap—1,2) = . . .

2 n—2 n—1

L an—1 ap_4 Ap—1 Qp_q

1 T .%'2 xnf2 xnfl

En développant selon une ligne bien choisie, montrer que P(z) est un polynome en = de degré <n — 1.

Préciser le coefficient en 2”1 de P(x) en fonction de Vj,_1(a1,az, ..., an_1).
b) On suppose que ay,as, ..., ap—1 sont deux a deux distincts.

4 . . . n—1
Démontrer que les a; sont racines de P, et en déduire P(z) = V,—1(a1, a2, ...,an—1) [ [ (x — ag).

¢) En déduire que (dans tous les cas), on a Vi, (a1, a2, .., an) = Va_1(a1, ag, ... an—1) [11=1 (an — ag).

d) En conclure (par récurrence sur n) que ‘Vn(al, az, ..., an) = [[;;(a; —a;) |

Remarque : En particulier, le déterminant de Van der Monde est non nul ssi ai,as,...,a, sont deux a deux

distincts.

2) Déterminants de Van der Monde généralisés

a) On considére une famille (P, Py, ..., P,—1) de polynomes de degrés échelonnés, c’est-a-dire |deg P; = j |.



Soient a1, as,...,an € K. On considére la matrice

Py(ar) Pi(ar) Pp_1(a1)
FPyla Pi(a P,_1(a

M- o(: 2) 1(: 2) %( 2) = (P0))1sen e ron s
PO(an) Pl(an) T Pn—l(an)

Remarque : Ainsi, le déterminant de Van der Monde correspond au cas ou P; = X .
On suppose de plus que les P; sont unitaires. Montrer que det M =V, (a1, ag, ..., ap).
b) En choisissant judicieusement les P; retrouver l'expression de V, (a1, as, ..., ap).

c) On reprend les notations de a), avec deg P; = j, mais on ne suppose plus les P; unitaires.
Pour tout j € {0,1,...,n — 1}, on note A; le coefficient dominant de P;.

Exprimer det M en fonction de V;,(a1,as, ..., a,) et des A;.

3) On utilise les opérations sur les colonnes de la matrice de Van der Monde M = (ag _1)1§i§n71§j§n.

Pour tout j € {n,n —1,...,2}, on retranche a la colonne M; la matrice M;_; multipliée par a;.

1 0 0 - 0

1 (a2 —a1) ag(ag—ay) --- ag’_z(ag —aq)
On obtient ainsi Vj, (a1, ag, ..., an) == | 1 (a3 —a1) as(az—a1) -+ a3 “(ag—a1)

1 (an—a1) an(an—a1) - a? ?(a, —ay)

En déduire V, (a1, az, ...,an) = (a2 — a1) (a3 — a1)...(an — a1)Vi—1(az, as, ..., a,).

Exercice C. Un exercice d’oral

1) Soit une famille (a;j)1<i<n,1<j<n de réels.

Pour z € R, on considére le déterminant d,,(z) = det(a;; + )1<i<n,1<j<n-

Montrer que d,,(z) est un polynéome en x de degré < 1 (c’est-a-dire une fonction affine en x).

2) Soient a et b € R.

x r—b z—-b xz—-b -0 0O b b b b

r—a v x—b . xz-—b a 0 b b

Calculer dy(z)=|x—a z—a =z x—b x—0b|. Endéduirelavaleurde A=|{a a 0 b b
xr—a . zT—a . x—0b a a b

r—a r—a T—a T—a I a a a a 0

Indications :
1) Retrancher la premiere colonne aux autres colonnes, puis développer suivant la premiére colonne.

Variante : On considére le vecteur F' = (1,1,...,1) € K™. On a ainsi d(z) = det(zF + Ay, F + Ag, ..., xF + A,).

Développer par n-linéarité en notant que tous les det contenant au moins deux F' sont nuls (il reste n+ 1 termes).

2) Noter que la valeur de d en a et en b est évidente.

En déduire avec 1) que si a # b, d est la fonction affine d’interpolation de x — x™ en a et en b.
T n

b—a
Justifier que A = (—1)"d(0) pour conclure.

b
D'ou d(z) = a" + (x — a) si a # b, et par continuité, d(x) = a™ +na" !(z — a) lorsque b = a.



