TD n°6. Intégrales paramétrées.Corrigé
Exercice A

1) - On applique l'inégalité des accroissement finis : V¢ > 0, 1 — cost < ¢ sup(|cos’|) = t.

1-— t 1-— t
Ainsi Vi > 0, <t> < 1. Done supyg <

; ) existe et est < 1.

- On applique 'inégalité de Taylor-Lagrange a ordre 2 : Vi > 0, 1 —cost < %tQ sup(|cos”|) = %tz.

1-— t 1 1 —cost 1 1
Ainsi Vt > 0, (t;os) < 3 Comme lim;_.q (;OS> =5 alors 3 est la borne sup.

Remarque : Toute fonction continue sur |0, +0o[ et convergeant en 07 et en +oo est nécessairement bornée. D’out on

retrouve 'existence des bornes sup.

1 —cost
t2

—at

2) On pose Vzx € [0, +00[%]0, +00], g(z,t) =
- Pour tout ¢ > 0, Papplication  — g(z,t) est continue.
-Onal—cost~3t?ent=0et1—cost=04(l). Donc g(z,t) ~—0 et g(z,t) = O—yo0(e™).

Pour tout > 0, t — g(z,t) est intégrable sur |0, +oo].

- Propriété de domination : Va € [0, +o0], |g(z,t)| < ¢(t) = % qui est intégrable sur |0, +o0].

On en déduit que f est continue sur [0, +00[.
3) - Pour tout ¢ > 0, application x — g(x,t) est de classe C*, et

1 —cost 0?
(@, t) = —$ et et 873@,@ = (1 — cost) e~

- Pour tout x > 0, t — %(m,t) et t — %(m, t) sont intégrables sur |0, +ool.

- Propriété de domination : Pour a > 0, on a Vx € [a, +00],

%(m,t)‘ < ¢, (t) = e7 qui est intégrable sur ]0, +oo|
ig(a:, t)‘ < q(t) = 2e7% qui est intégrable sur |0, +oof

On en déduit que f est de classe C? sur [0, +o00], et que Yz > 0, f(z) = f0+°°(1 — cost)e %t

4 1 1 1 1 1 T
+oo t\ ,—xt _ — = —
Or, [( (1 —e)e™ dt—x—m_i,doncf”(av)—Re(x—m_i)—x—1+$2.

4) On pourrait utiliser la convergence dominée. Mais une majoration directe convient et on conclut par pincement :

1 1 1
+oo -t / +oo gt
< —e T = — < < —.
P < 7 e dt = et |(a)| < fi et dr <
2
5) [lmnz=zlnz—z+ K et [In(z?+1) d:c:xln(a:Q—i-l)—Qf% dx.
x
2
1
Comme — =1— ———, on obtient [In(z?+ 1) dz = zIn(z? + 1) — 2z + 2arctanz + K.

2 +1 2 +1
6) On sait par 1) que f est continue en 0.

Par la formule admise au 4), on obtient donc f(0) = limz_o f(z) =

oS



Exercice B
1—xzsizel0,1]
Osiz>1

1) On a fp(z) = ;L__ll siz#1, et f(1) =n. Donc limy, oo fn(z) = {

2) a) Pour I, on utilise la domination : 0 < f,(z) <1 = ¢(z), avec ¢ intégrable sur [0, 1].
Donc lim,, 1o I, = f01(1 —x) dx = %

b) Pour J,, on utilise la domination : Vn >3, 0 < f,(z) <

< m = ¢(x), avec p intégrable sur [1, +o0].

Donc limy, 400 Jp = 1+Oo 0dz=0.

1
3) a) En utilisant le changement de variable x = 1 + %, ona.J, = - 0+°° (l—i—;)"—ldu'
On pose K, = f0+°° gn(u) du, avec Vn € N*, Yu € [0, +o0], gn(u) = (1—1—1:)”—1
On a Yu €]0, +00[, limy— 400 gn(u) = uu T
et —

La difficulté est de trouver une fonction de domination :

On utilise (1 + %)" — 1 =n(%) + “5—=2(%)* + W(%)?’ > u+ $u? pour n assez grand.
Or, o(u) “ ! t t intégrabl [0, +o0]
r, p(u) = = et o est intégrable sur [0, +o00].
4 u+Lud 1+ Lu? 4 8
la fonction de domination g, (u) < @(%)2 Donc lim,, 1o K, = A, avec X\ = f0+°° euu_ 1 du.

U 1 1

b) On a e ue™" 3R et = S e On a Vn € N, 0+°° ue” ™ dy = 3 Et > 3 converge.
2
On obtient alors le théoreme ITT, [ U qu= S [FO e gy = S0 1T
par le théoréme o T ey du=al fy e u=3 01 = g



