TD n°5. Corrigé
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1) On a <1+n) = exp <nln<1+n)> = eexp <_2n+0<n2>> —6—2n+0<n2>

—1)" 1 .
Donc a,, = ( 2) + &p, avec | e, = O — |} Donc > a, cv comme somme de séries convergentes.
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2) Exemple : a,, = — ( )

B

n

3) Avec a,, = exp(—VInn), on a na, = exp(lnn — vInn) — +oo.

Donc a,, > — pour n assez grand. Et ) a,, diverge.
n

4) (—=1)™"=1/2 vaut 1 ssi 4 divise n(n — 1), donc ssi n = 0 ou 1 modulo 4.
Donc les (—1)*»=Y/2 valent 1,-1,-1,1,1,-1,—1,1,1, -1, -1, ...
Premiére méthode :

Pour conclure, on considére la série comme somme des deux séries alternées » aggi1 €t > agg.

(D" e,

En effet, ag, = ok et aski1 TR Ainsi, les séries ) agiy1 et Y agy vérifient le CSSA.
On conclut avec ZnN:1 an = ZTLLZ{ZJ ZL(N /2| a2k+1-

Seconde méthode :

On a Sopy1 = Z2n+1 ar=1+>1_ (-1 (2119 + 2k1—|— 1>, donc (S2,41) converge (par le CSSA).

D’autre part, Sa, — Sap4+1 tend vers 0, donc (Sa,) converge vers la méme limite. Donc (S),) converge.

u
5) a) Posons v, = "1 On a limy,— 400 S, = L > 0, donc v, = O(up+1) et > v, converge.
n
Sp+1— S,
b) On a lim,,_, 4+ S, = +00. On a v, = %
Un+1 Snt1— Sn S, dt dt
On a v, = = = [t > [ont
" Sn Sn Sn G, f Sn ¢
dt
Donc >/ v, > 3429 S"“ — f+oo — = 4o00. Donc > v, diverge.
u u u u
c) Si Sp1 ~ Sy, alors ntl o n+1, donc par b), > ntl diverge, c’est-a-dire > —" diverge.
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Sinon, — = S S N converge pas vers 0, donc la série Y —* diverge.
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6) a) On pourrait comparer avec une intégrale, mais un encadrement grossier suffit.

Ilya(p+1)2—p?=2p+1 termes dans la somme.

1 wy < 2+l
p? (p+1)2

b) Ona [Vn|=pssip® <n<(p+1)*—1=p*+2p.

2 1
On a donc Les deux encadrants sont de la forme — + O <2) .
b b

n (—DLYE .
Posons S, = ;| ——— k et Tp =301 (1) uy.
—1) )
Pour n = (p+1)2 — 1, on a (en regroupant) : S, 12 ]H (k> = ?Zl(—l)]uj =T,

2 1
Par a), la série ) (—1)Pu, cv, comme somme de deux séries cv, car up, = — + O <2> .
p p

Pour tout n € N*, S, est compris entre T), et Tp41, ot p = |/n] . Donc (S, )nen+ converge.



