
TD n�5. Corrigé
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Donc an =
(�1)ne
2n

+ "n, avec "n = O
�
1

n2

�
: Donc

P
an cv comme somme de séries convergentes.

2) Exemple : an =
1p
n
+
(�1)n
n

:

3) Avec an = exp(�
p
lnn), on a nan = exp(lnn�

p
lnn)! +1:

Donc an �
1

n
pour n assez grand. Et

P
an diverge.

4) (�1)n(n�1)=2 vaut 1 ssi 4 divise n(n� 1), donc ssi n � 0 ou 1 modulo 4.

Donc les (�1)n(n�1)=2 valent 1;�1;�1; 1; 1;�1;�1; 1; 1;�1;�1; :::

Première méthode :

Pour conclure, on considère la série comme somme des deux séries alternées
P
a2k+1 et

P
a2k.

En e¤et, a2k =
(�1)k
2k

et a2k+1 =
(�1)k
2k + 1

. Ainsi, les séries
P
a2k+1 et

P
a2k véri�ent le CSSA.

On conclut avec
PN
n=1 an =

PbN=2c
n=1 a2k +

Pb(N�1)=2c
n=1 a2k+1:

Seconde méthode :

On a S2n+1 =
P2n+1
k=1 ak = 1 +

Pn
k=1(�1)k

�
1

2k
+

1

2k + 1

�
, donc (S2n+1) converge (par le CSSA).

D�autre part, S2n � S2n+1 tend vers 0, donc (S2n) converge vers la même limite. Donc (Sn) converge.

5) a) Posons vn =
un+1
Sn

. On a limn!+1 Sn = L > 0, donc vn = O(un+1) et
P
vn converge.

b) On a limn!+1 Sn = +1: On a vn =
Sn+1 � Sn

Sn
:

On a vn =
un+1
Sn

=
Sn+1 � Sn

Sn
=
R Sn+1
Sn

dt

Sn
�
R Sn+1
Sn

dt

t
:

Donc
P+1
k=1 vn �

P+1
n=0

R Sn+1
Sn

dt

t
=
R +1
S0

dt

t
= +1. Donc

P
vn diverge.

c) Si Sn+1 � Sn, alors
un+1
Sn

� un+1
Sn+1

, donc par b),
P un+1
Sn+1

diverge, c�est-à-dire
P un
Sn

diverge.

Sinon,
un
Sn

=
Sn � Sn�1

Sn
= 1� Sn�1

Sn
ne converge pas vers 0, donc la série

P un
Sn

diverge.

6) a) On pourrait comparer avec une intégrale, mais un encadrement grossier su¢ t.

Il y a (p+ 1)2 � p2 = 2p+ 1 termes dans la somme.

On a donc
2p+ 1

p2
� up �

2p+ 1

(p+ 1)2
. Les deux encadrants sont de la forme

2

p
+O

�
1

p2

�
:

b) On a b
p
nc = p ssi p2 � n � (p+ 1)2 � 1 = p2 + 2p:

Posons Sn =
Pn
k=1

(�1)b
p
kc

k
et Tp =

Pp
j=1(�1)juj :

Pour n = (p+ 1)2 � 1, on a (en regroupant) : Sn =
Pp
j=1

P(j+1)2�1
k=j2

(�1)j
k

=
Pp
j=1(�1)juj = Tp:

Par a), la série
P
(�1)pup cv, comme somme de deux séries cv, car up =

2

p
+O

�
1

p2

�
:

Pour tout n 2 N�, Sn est compris entre Tp et Tp+1, où p = b
p
nc : Donc (Sn)n2N� converge.


