TD n°3. Points fixes. Corrigé
Exercice A

1) ]0, zo] est stable par f, donc Vo € N, 0 < u,, < ¢ et (up)nen est décroissante (car f < Id).

La limite L = limy,_, 40 uy existe et L € [0, zg] vérifie f(L) = L par continuité de f en L. Donc L = 0.

2)a) Ona (-1~ 1) LA (@) ~ o et 2 f(2) ~ Aa2. Done L1,
a)Ona | ———— —- =\, car f(z) ~x et x — f(x) ~ Az*. Donc lim,,_, —— =\
f(z) = x? ’ T i1 T
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Par Cesaro, limy,— 400 — Z;é < — > = A, donc lim,, 4o —— = A, c’est-a-dire z,, ~ — (car A\ # 0).
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Exercice B
1) a) Comme lim,_.q 7+, Jl@)—a = |f'(a)| < k, alors au voisinage de a privé de a, on a Jw)—a < k.
T —a T —a

Donc il existe ¢ > 0 tel que Ve € V =[a —¢,a +¢], |f(z) —a| < k|z —al.

Variante : Comme f continue, on a f’(z) < k sur un voisinage V = [a — ¢,a + €.

Par 'TAF, lapplication f est k-lipschitzienne sur V', et donc a fortiori |f(z) — a| < k|x — al.

b) On a k < 1. Pour tout z € V, on a |f(z) — a| < ka < «, donc ’V est stable par f ‘

Sirg <e, cest-a-dire ug € V, alors Vn e N, up, € Vet onaVn € N, rp1 < krp, d'ott Vn € N, r, < E™rg.

¢) Soit € . On a donc limy,—, 4o Uy (x) = a. Pour n assez grand, on a u,(x) €la —e,a + €.

On en déduit que pour y assez proche de a, on a encore u,(y) €Ja — €,a + €[, car u, est continue.
Par b), on en déduit qu’on a alors lim,,_, 4 un(y) = @, c’est-a-dire y € Q. Donc (2 est ouvert.

2) Supposons par l'absurde que Vn € N, u,, # a.

(en effet, s’il existe p tel que up = a, alors Vn > p, u, = a).
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On a limy_q 244 & = |f'(a)| > 1, alors M‘ > 1 pour n assez grand, ce qui contredit lim,,_, ;o u, = a.
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3) Remarque : On a f'(a) = —2a et on vérifie aiément que a > %, donc f'(a) < —1.

a) On a uazn12 = g(ug2y,) et g est croissante (car f décroissante).
Donc (ugn)nen est monotone : si ug < ug, alors g™ (ug) < g™ (ug2), c’est-a~dire ug, < ugpta.

De méme si ug < us.

On procede de méme avec (U2n+1)neN, car ugnt+1 = g(Uzn—1)-

b) On a f([0,a[) =Ja,1] et f(]a,1]) = [0, a[, donc g([0, a[) = [0, al.
On en déduit que Vn € N, 0 < ug, < a.

On a aussi g(z) —x < 0 pour tout = € [0,a[. Donc (ugp)nen est décroissante.
Elle converge vers L vérifiant 0 < L < ug < a, donc L = 0.

Comme ugp4+1 = f(u2y), alors (ug,)nen est croissante et converge vers f(0) = 1.



