
TD n�2. Corrigé

Exercice A

On a u�n+1 = u
�
n(1� �u

p�1
n + o (up�1n ))�, d�où u�n+1 � u�n � ���u

p�1
n , d�où on prend � = �(p� 1) et � = (p� 1)�:

Donc limn!+1
1

up�1n+1

� 1

upn+1
= �: Par Cesàro, limn!+1

1

n

1

upn+1
= �, donc xn �

1

(�n)1=(p�1)
(car � 6= 0).

Exercice B

1) a) Comme limx!a;x6=a

����f(x)� ax� a

���� = jf 0(a)j < k; alors au voisinage de a privé de a, on a ����f(x)� ax� a

���� � k.
Donc il existe " > 0 tel que 8x 2 V = [a� "; a+ "]; jf(x)� aj � k jx� aj.

Variante : Comme f 0 continue, on a f 0(x) < k sur un voisinage V = [a� "; a+ "].

Par l�IAF, l�application f est k-lipschitzienne sur V , et donc a fortiori jf(x)� aj � k jx� aj.

b) On a k � 1. Pour tout x 2 V , on a jf(x)� aj � k� � �, donc V est stable par f :

Si r0 � ", c�est-à-dire u0 2 V , alors 8n 2 N; un 2 V , et on a 8n 2 N; rn+1 � krn, d�où 8n 2 N; rn � knr0:

c) Soit x 2 
. On a donc limn!+1 un(x) = a: Pour n assez grand, on a un(x) 2]a� "; a+ "[:

On en déduit que pour y assez proche de a, on a encore un(y) 2]a� "; a+ "[, car un est continue.

Par b), on en déduit qu�on a alors limn!+1 un(y) = a, c�est-à-dire y 2 
. Donc 
 est ouvert.

2) Supposons par l�absurde (un)n2N non stationnaire en a. Alors nécessairement 8n 2 N, un 6= a.

(en e¤et, s�il existait p tel que up = a, alors 8n � p, un = a).

On a limx!a;x 6=a

����f(x)� ax� a

���� = jf 0(a)j > 1, alors ����un+1 � aun � a

���� > 1 pour n assez grand, ce qui contredit limn!+1 un = a:
3) Remarque : On a f 0(a) = �2a et on véri�e aiément que a > 1

2 , donc f
0(a) < �1:

a) On a u2n+2 = g(u2n) et g est croissante (car f décroissante).

Donc (u2n)n2N est monotone : si u0 � u2, alors g(n)(u0) � g(n)(u2), c�est-à-dire u2n � u2n+2:

De même si u0 � u2:

On procède de même avec (u2n+1)n2N, car u2n+1 = g(u2n�1):

b) On a f([0; a[) =]a; 1] et f(]a; 1]) = [0; a[, donc g([0; a[) = [0; a[:

On en déduit que 8n 2 N, 0 � u2n < a:

On a aussi g(x)� x � 0 pour tout x 2 [0; a[. Donc (u2n)n2N est décroissante.

Elle converge vers L véri�ant 0 � L � u0 < a, donc L = 0:

Comme u2n+1 = f(u2n), alors (u2n)n2N est croissante et converge vers f(0) = 1:

Compléments

1) On a un+1 � �un, donc un+1 � �un pour n � p assez grand. D�où un = O(�n).

2) On a ln vn+1 � ln vn = ln
�
vn+1
vn

�
= ln

�
un+1
�un

�
: Or, un+1 = �un +O(u2n):

Donc
un+1
�un

= 1 +O(un), donc ln
�
un+1
�un

�
= O(un), car ln(1 + h) = O(h):

3) Comme la série converge, les sommes partielles convergent, donc il existe � = limn!+1 ln vn:

Ainsi, limn!+1 vn = exp(�) = � > 0. Donc un � � �n:


