TD n°2. Corrigé

Exercice A

On aufy ;| =un(l— bt 4o (b)), dron Upy g — Upy ~ —adub ™!, d’ot on prend o = —(p—1) et p = (p — 1)A.
1 1 1 1 1
Donc limy,— oo — — —— = u. Par Cesaro, lim,,_, o, ——— = u, donc z,, ~ —————— (car pu # 0).
Uﬁ+11 uﬁH n uﬁﬂ (pm )t/ (P=1)
Exercice B
1) a) Comme lim,_q 744 flz) —a = |f'(a)| < k, alors au voisinage de a privé de a, on a flz)—a <k.
T—a T —a

Donc il existe € > 0 tel que Ve € V =[a —¢,a+¢], |f(z) —a| < k|z — al.

Variante : Comme f’ continue, on a f’(z) < k sur un voisinage V = [a — ¢, a + ¢].

Par I'TAF, l’application f est k-lipschitzienne sur V', et donc a fortiori |f(x) — a| < k |z — al.

b) On a k < 1. Pour tout z € V, on a |f(z) — a| < ka < «a, donc ’V est stable par f ‘

Sirg <eg, cest-a-dire ug € V, alors Vn € N, u,, € Vet onaVn € N, r,11 < kry,, dott Vn € N, r, < k"rg.
¢) Soit z € Q. On a donc limy,_ 4o Uy (z) = a. Pour n assez grand, on a u,(z) €la —e,a + ¢[.

On en déduit que pour y assez proche de a, on a encore u,(y) €Ja — €,a + €[, car u,, est continue.

Par b), on en déduit qu’on a alors lim,, 1 o u,(y) = a, c’est-a-dire y € Q. Donc 2 est ouvert.

2) Supposons par I'absurde (u,)nen non stationnaire en a. Alors nécessairement Vn € N, u,, # a.

(en effet, 'il existait p tel que u, = a, alors Vn > p, u, = a).

z)—a u
On alimg_,q 244 f@)—a = |f'(a)| > 1, alors il > 1 pour n assez grand, ce qui contredit lim,, o u, = a.
—a Up — Q
3) Remarque : On a f'(a) = —2a et on vérifie aiément que a > %, donc f'(a) < —1.

a) On a ugp42 = g(ugy) et g est croissante (car f décroissante).

Donc (ugp)nen est monotone : si ug < ug, alors g™ (up) < g™ (ug), c’est-a-dire ugy, < ugpt2.
De méme si ug < us.

On procede de méme avec (u2n+1)neN, €ar ugnt+1 = g(U2n—1)-

b) On a f([0,a[) =|a,1] et f(]a,1]) = [0,a], donc ¢([0,a]) = [0, a].
On en déduit que Vn € N, 0 < ug, < a.

On a aussi g(x) — z < 0 pour tout x € [0,a[. Donc (ugy)nen est décroissante.
Elle converge vers L vérifiant 0 < L < ug < a, donc L = 0.

Comme ugp4+1 = f(u2y), alors (ug,)nen est croissante et converge vers f(0) = 1.
Compléments

1) On a upy1 ~ Auy, donc up41 < pu, pour n > p assez grand. D’ou u, = O(u™).

2) Onalnv,y; —Inv, =In (UZH) =1In <1;\7;+1> . Or, Ups1 = Auy, + O(u?).

Ay, Ay,

3) Comme la série converge, les sommes partielles convergent, donc il existe § = limy,— o0 Invy,.

Donc 2+ — 1 4 O(uy,), donc In (unH) = O(uy), car In(1+ h) = O(h).

Ainsi, lim,,— 4 vy, = exp() = a > 0. Donc u,, ~ a A".



