‘ Equations linéaires

1) Nature de ’ensemble des solutions

Soient u € L(E, F) et b € F. L’équation ’ (S) :u(x) = b‘ d’inconnue z € E admet une solution ssi b € Imw.

Dans ce cas, si xy est une solution particuliére, alors I’ensemble des solutions est zg + Ker .
En effet, on a : u(x) = b ssi u(x) = u(xo), donc ssi u(x — xg) = 0, c’est-a-dire ssi z — xo € Ker u.
Remarque : x¢ + Keru = {xg + 2z, z € Keru} est un sous-espace affine de direction Ker u, obtenu en translatant le

sous-espace vectoriel Keru. En particulier, si u est injectif, Keru = {0} et z¢ + Keru est le singleton {zg}.

En conclusion, |1’ensemble des solutions de () est soit vide soit un sous-espace affine de direction Ker u ‘

Remarque : (S) admet au moins une solution pour tout b € F' ssi Imu = F, c’est-a-dire u surjectif.
(S) admet au plus une solution ssi Keru = {0}, c’est-a~dire u injectif.

Lorsque u est bijective, 'unique solution de (S) est z = u~1(b).

2) Principe de superposition

Considérons (S) : u(z) = b, avec b= ;" | b;.
Si pour tout ¢ € {1,2,...,n}, y; vérifie u(y;) = b;, alors z = > | y; est solution de (S5).

Exemple : Pour déterminer une solution de (E) : ¢ + 3’ +y =1+ ¢, on distingue ... = 1 et ... = €.

’ Systémes linéaires

1) Systémes linéaires

a) Définition et interprétations.
Un systéme de n équations et & p inconnues sur K est un systéme de la forme (S) : Vi € {1, ...,n}, Z§:1 a;jz; = by,

ou les a;; et les b; sont donnés, et les x; sont les inconnues.

Interprétations :

- matricielle : (S) : AX = B, avec A = (aj)1<i<n,1<j<p € Mnp(K), B = (bi)i<i<n € K" et X = (x)1<j<p € KP.
- application linéaire : (S) :u(z) =b, on u: KP — K™ X —— AX est 'application linéaire associé a A.

- famille de vecteurs : (5) : Z?:l xjA; = B, ot les A; sont les vecteurs colonnes de A.

- formes linéaires : (S): Vi € {1,2,...,n}, p;(x) =bj, ou p; : KP - K x+— Zﬁ-’:l aij ;.

Remarque : Dans le cas d’un espace euclidien, ¢;(z) = (x | a;), ou a; est le i-iéme vecteur ligne de A.

Rang du systéme : Le rang de (S) est rg A = rgu = rg(Ai1, Aa, ..., Ap) = 18(01, V2, ..., ) = 18(a1, ..., ap).

b) Nature de l’ensemble des solutions, systéme compatible.

On note S = {X € K? | AX = B} I'ensemble des solutions du systéme.

Le systéme homogene associé a () est le systéme (H) : AX = 0.

L’ensemble Sy des solutions de (H) est Keru, qui est sev de KP de dimension p — r.

Intuitivement, il y a p “degrés de liberté” et r équations indépendantes.



Remarque : Dans le cas d’un espace euclidien, S = F-, orthogonal de F = Vect(ay, ..., a,) dans KP.
Le systeme (S) est compatible ssi S n’est pas vide, c’est-a-dire ssi b € Imu = Vect(A1, A, ..., 4,).
Dans ce cas, si on note zp une solution particuliere de (5), alors S est le sous-espace affine xy + Ker u.

Remarques :

- Le systéme admet au plus une solution lorsque S = {0}, c’est-a-dire lorsque p = r.

- ’Lorsque r = n, c’est-a-dire que les formes ¢, sont indépendantes, le systéme admet au moins une solution

En effet, 'application v : KP — K™ X —— AX est surjective.

c) Systémes de Cramer.
Définition : Icin =p, et A € M, (K). on dit que (5) est de Cramer ssi A est inversible (c’est-a-dire rg A = n).

Dans ce cas, ’équation AX = B admet X = A~'B comme unique solution. En particulier, AX = 0 ssi X = 0.

d) Résolution d’un systéme de Cramer triangulaire.

Soit T' = (tij)1<i<n,1<j<n Une matrice triangulaire supérieure inversible : ¢;; = 0 pour ¢ > j, et t;; # 0.

1
Alors le systéme (S) : TX = B s’écrit : Vi € {1,2,....,n}, z; = i (bi — Z?:Hl tijxj) )

Ainsi, les x; s’obtiennent par récurrence forte descendante.
Remarque : Si la matrice est triangulaire inférieure, les z; s’obtiennent par récurrence forte.

Remarque : On résout donc informatiquement un systéme de Cramer triangulaire en O(n2) opérations élémentaires.

2) Résolution par la méthode du pivot de Gauss

L’idée fondamentale est de se ramener & un systéme échelonné (= systéme angulaire supérieur).
a) Mise sous forme angulaire.

La méthode du pivot consiste & éliminer successivement les variables a 1’aide d’opérations sur les équations (qui
transforment le systéme en systémes équivalents). Ainsi, on ne garde la premiére variable uniquement dans la
premiére équation (quitte a modifier 'ordre des équations), puis on élémine de méme dans les équations restantes

la premiére variable restante, et on itére le procédé jusqu’a obtention d’un systéme angulaire supérieur.

z+y+z+t = a r+y+z+t = a z+y+z+t = a
Exemple: (9): r+y+22+3 = b z+2t = b—a z+2t = b—a
20 +2y+3z+4 = ¢ z+2t = c—2a 0 = ¢c—a—25b

b) Résolution de (S): AX = B, ou A matrice angulaire supérieure.

r+y+z+t = « 1 1 1
Exemple : | (S5) : z+2t = [ |Les pivots sont les termes non nuls de A = 0 0 2
0 = - 00 0 0

Les inconnues z et z correspondant aux colonnes des pivots sont appelées inconnues principales.

La condition de compatibilité est v = 0. Si v # 0, ensemble des solutions est S = ).

r+z = a—-y-—t
Siy =0, (5) s’écrit P qui un systéme de Cramer triangulaire en (z, z).
z = — 2t



r = a—fF—y+t
r = a—pF—-y+t =
D’ou (S) : qui s’écrit aussi Y Y
t =t

En pratique, on conseille d’ajouter les deux équations y = y et z = 2, de sorte & distinguer les inconnues x,y, z,t

qui sont dans le premier membre et lles parameétres y et t‘ qui interviennent ans le second membre.

Ainsi, a tout (y,t) € K? correspond une unique solution de (S) : on obtient un paramétrage de S.

oa—pf -1 1 a—f -1 1

. 0 1 0 0 1 0

Les solutions sont les 3 +y 0 +t L et S = 3 + Vect 0 | 9
0 0 1 0 0 1

Dans cet exemple, les inconnues x et z sont appelées inconnues principales.

Autrement dit,

on obtient un paramétrage de S par les p — r inconnues non principales |.

L’ensemble des solutions est obtenu sous la forme S = Xg + Sy, avec ici dimSy =4 — 2 = 2.

c) Mise sous forme angulaire supérieure.

Principe : Par des opérations élémentaires sur les lignes (transvections, permutations), on peut transformer toute

matrice A € M,, ,(K) en une matrice angulaire supérieure QA, ou Q € GL,(K).

Considérons un systéme linéaire (S) : AX = B. En opérant sur les équations (ligne de A + second membre) du
systéme, on obtient le systéme angulaire supérieur (S’) : QAX = @QB.

Les systemes (S) et (S”) sont équivalents (c’est-a-dire ont les mémes solutions), car @) est inversible.

Remarque : Le nombre d’opérations nécessaires (pour r > 1) est en O(npr).

d) Ezxemples.

Ezxemple classique :

z+y+=z = 1
S)
r+2y+3z = 2

Il s’agit de I'intersection de deux plans non paralléles dans K3. Ici, r = n = 2, donc (S) est compatible.

Donc ’ensemble des solutions est un sous-espace affine de dimension p — r = 1, c’est-a-dire une droite affine.

r+y+z = 1 r+y = 1—-=z r+y = 1—=2 r = —-14=z v o= ~l+e
S): y = 2-2z
y+2z = 2 y = 2-2z y = 2-2z y = 2—-2z — 042
Donc l'ensemble des solutions est la droite D = (—1,2,0) + K(1,—2,1).
Ezemple : (H) :x1 +x2+ ... + 2, = .
Il s’agit de I’équation d’un hyperplan H de K™. On écrit (S):z1 = a — 29 — ... — Tp.

Donc H = («,0,0, ...,0) + Vect(e; — €1)2<i<n.-
e) Calcul pratique de l'inversion d’une matrice.

Pour inverser une matrice A € GL,(K), on résout le systéme (S) : AX =Y, pour tout y = (y1,...,yn) € K". La
matrice A est inversible ssi on obtient sous forme angulaire un systéme de Cramer triangulaire supérieure (avec n

pivots).



1 2 3
Ezemple : Considérons A= | 1 1 1 ) € M3(K).
2 37

x+2y+3z2 = 2 r+2y+32z = 2 x+2y+z =
(S): AX = X" r+y+z = —y—22z = y -2 —y—2z = y -2
e +3y+72 = 2 —y+z = 2 -2 32 = -2 -y
r = %(—4x'+5y/+z') ) 4 5 1
Donc A est inversible, et (S): ¢ y = (52’ —y' +22') ,domcAl=_| 5 -1 2
(=2’ —y +7) -1 -11

Remarque importante : Le calcul de I'inverse par cette méthode s’effectue donc en O(n?) opérations.

Remarque : Cette résolution revient a la résolution simultanée des systémes (S) : AX = Fj, avec 1 <j <n:

En effet, la j-itme colonne de A~! est la solution du systeme (S) : AX = E;.

3) Application des déterminants aux systémes de Cramer

Prop : Considérons un systéme de Cramer (S) : AX = B, c’est-a-dire (S): X7, 2;4; = B , avec A € GL,(K).
. det(Al, ey Aj_l, B, Aj+1, ey An)

N det(A) i
Preuve : Par linéarité, det(Ay,...,4;_1, B, Ajt1,..., Ap) = det(Ar, ..., Aj_1, 245, Ajt1, ..., Ay) = xj det A.

Alors pour tout j € {1,2,...,n}, | z;

Remarque : A lexception du cas n = 2, il s’agit d’un résultat plus théorique que pratique.

4) Pratique de résolution des systémes de Cramer d’ordre 2

ar + by =«
cx+dy =0

a b

Considérons (5) : { , avec A = ( e d

) € GLy(K), c’est-a-dire det A = ad — be # 0.

PREMIERE METHODE :

On obtient = en éliminant y, c’est-a-dire en soustrayant la premiére équation multipliée par d et la seconde multipliée

par b. On obtient de méme y en considérant une combinaison linéaire judicieuse des deux équations.
(ad — be)r = da — b3

On obtient donc (cette méthode suppose connue en toute rigueur l'unicité de la solution)
(ad — bc)y = af — ca

DEUXIEME METHODE :

On inverse A. Le systeéme (S) s’écrit AX = B, avec X = ( :Z; > et B = ( g ) '

1 d b T 1 d —b o
D X =A"1B. A1l = 1 _ ‘
onc Comme ad—bc(—c “ >,a0rs<y> ad—bc<—c " )(5)
Remarque : Cette méthode est particuliérement conseillée lorsque A € Oz(R), puisque A=t = A,
(cosf)x — (sinf)y = x cosf sinf «
Ezxemple : , donc ( > = ( . ) ( > .
(sin@)x + (cosO)y = y —sinf cosd B

TROISIEME METHODE :

On utilise les déterminants (cf paragraphe 3)). On obtient x = T
ad — be

(0% C et . a 8]
8 d|®Y T wd—be|b B



