’ Déterminants ‘

1) Propriété des formes n-linéaires alternées (= antisymeétriques) sur un ev de dimension n

a) Def : Une forme n-linéaire sur E est une application f : E x E x ... x E'— K linéaire en chacune des variables,

c’est-a-dire que x; — f(x1,...,z,) est une forme linéaire sur E.

Prop : Soit f: E™ — K une forme n-linéaire sur un K-ev E. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) f(z1,...,xpn) est nul si deux des z; sont égaux (on dit que f est alternée)

(ii) f(z1,...,xy) est changé en son opposé si on permute deux vecteurs (on dit que f est antisymétrique)
(iii) f(z1,...,x,) est inchangé si on ajoute a un des x; une combinaison linéaire des autres

(iv) si (21, ..., zy) est liée, alors f(x1,...,x,) = 0.

Remarque : Pour prouver (i) implique (ii), on utilise la propriété suivante :

Si B bilinéaire, alors B(x + y,x +y) = B(z,z) + B(y,y) + B(z,y) + B(y, z).

Donc si B est alternée, alors B(z,z) = B(y,y) = B(x +y,x +y) = 0, donc B(y,x) = —B(x,y).
(i) implique (iii) car f(z1,...,x; + Z#j Niiy oy Tn) = f(T1, .0y Tn) + Z#j A; x 0.

(iii) implique (iv) car un des vecteurs est cl des autres : on se rameéne alors au cas ot ; = 0.

Les implications (ii) = (i) et (iv) = (i) sont immédiates.
b) Théoréme : Soit B = (eq, ..., e,) une base de E, ou E est un K-ev de dimension n.

On note detg est 'unique forme n-linéaire alternée sur F vérifiant detp(eq, ..., e,) = 1.

IMPORTANT : | Les formes n-linéaires alternées sur F sont les A detg ‘

Autrement dit, le sev des formes n-linéaires alternées sur E est une droite vectorielle.

Ainsi, deux formes n-linéaires alternées non identiquement nulles sont proportionnelles.

Exemple : Soient B et B’ deux bases de E. Alors il existe A tel que detg = A detg.
On a alors A = detg B = det(P5).
¢) Preuve du théoréme en dimension 2.

Soient £ un K-ev de dimension n = 2, et B = (e, e2) une base de E. Soit f une forme n-linéaire sur E.

Pour z = ae; 4 bey et y = cey + dea, on a par bilinéarité :

f(z,y) = f(ae1 + bea, cer + des) = ac f(e1,e1) + ad f(e1,e2) + be f(ea,e1) + bd f(ea,e2)

Comme f est alternée, on a f(ej,e1) = f(e2,e2) =0 et f(ea,e1) = —f(e1,e2). On en déduit

f(z,y) = (ac = bd) f(e1, e2)

Ainsi, toute forme n-linéaire sur E est entierement définie par f(eq,e2).

a ¢

b o4 alors f(z,y) = Adetg(z,y), avec A = f(e1, e2).

D’autre part, comme detg(z,y) =




Remarque : La preuve est analogue en dimension n. On montre en posant x; = Y . a;;€e; et en dévelop-
pant f(x1,...,x,) que tout forme n-linéaire alternée sur E = Vect(eq,ea, ..., €,) est entierement déterminée par

f(e1,...,en), et on obtient aussi une formule explicite de det(A), ot A = (aij)1<i<n,1<j<n-

2) Déterminant d’une matrice

a) Définition : det est 'unique forme n-linéaire alternée sur K" vérifiant det(FE1, ..., E,) = 1.

On obtient ainsi une application det définie sur M, (K) par det A = det(Ay, ..., 4,).

Remarque : En particulier, det(A1 A1, A\2As, ..., \nAp) = M2 A, det(Aq, ..., Ay) et ’det()\A) = \"(det A) ‘

b) Propriété de morphisme

Prop : Pour toutes matrices A et B € M,,(K),

det(AB) = (det A)(det B) |

Corollaire : | A est inversible ssi det A # 0 ‘

dem : Si A est inversible, (det A)(det A~!) = det I,,, donc det A # 0. Laz récirpoque résulte de 4).

Ainsi, I'application A — det A est un morphisme de groupes de (GL,(K), x) dans (K*,x).
L’ensemble SL,(K) ={A € M, (K) | det A =1} est appelé groupe spécial linéaire.

IMPORTANT : ’Deux matrices semblables ont le méme déterminant ‘

En effet, si A’ = P71AP, alors det(A’) = (det P~1)(det A)(det P) = (det P)~!(det A)(det P) = det A.

Idée de la preuve : L’application f : (B, ..., By) — det(ABj, ..., AB,) est n-linéaire alternée.
Donc il existe A tel que VB € M, (K), f = Adet, c’est-a-dire VB € M, (K), det(AB) = A det(B).
Avec B = I,,, on obtient A = det A. Donc det(AB) = det(A) det(B).

c¢) Déterminant de la transposée

Prop : |det A = det (AT) .

Remarque : Le déterminant d’une matrice est aussi une forme n-linéaire alternée des vecteurs lignes (car une

matrice et sa transposée ont méme déterminant).

d) Déterminant et opérations sur les lignes et les colonnes d’une matrice

Principes.

- L’ajout & une colonne d’une combinaison linéaire des autres colonnes ne modifie pas le déterminant
- La multiplication d’une colonne par un scalaire o multiplie le déterminant par a.

- La permutation de deux colonnes change le signe du déterminant.

Propriétés analogues sur les opérations de ligne.

Application au calcul du déterminant.

Par une succession d’opérations élémentaires sur les colonnes (ou les lignes), on se raméne a une matrice triangulaire,

et on peut en déduire le déterminant. En pratique, on combine souvent plusieurs méthodes de calcul.

1 2 2 1 2 2 1 _3
Ezxemple : En opérant sur les lignes, | 2 3 1 |=|0 -1 -3 |=1x 3 0 ‘ =9.
1 5 2 0 3 0



e) Déterminant d’une matrice triangulaire par blocs

A C
O¢p | B

En particulier, det < )O\ j > = A(det A), pour tous A € K et A € M,,_1(K).

Corollaire : ’Le déterminant d’une matrice triangulaire est le produit des coefficients diagonaux | :

Prop : |Soit M = ( ) € My(K), avec A € M,(K) et B € My(K). Alors det M = (det A)(det B) |

)\1 * *
Onadet| O 22 * = Ao A
0 ... 0 M,

Remarque : C’est le cas en particulier des matrices diagonales : det(Diag(A1, A2, ..., An)) = A1 Aa, ... \p.

IMPORTANT : Une matrice triangulaire est inversible ssi tous ses coefficients diagonaux sont non nuls.

Plus généralement, une matrice triangulaire par blocs est inversible ssi tous les blocs diagonaux sont inversibles.

3) Cofacteurs, développement du déterminant selon une ligne ou une colonne

a) Mineurs et cofacteurs

Def : Soit A = (aij)i<i<ni<j<n = (A1, A2, ..., Ay) € M, (K).

Soit (i,7) € {1,2,...,n}% Le mineur A;; est le déterminant d’ordre (n — 1) de la matrice obtenue en supprimant

dans A la i-iéme ligne et la j-iéme colonne. Le cofacteur C;; est défini par : |Ci; = (—1)" A5 |.

Remarque : Le signe de (—1)"7 = (=1)"4| vaut +1 sur la diagonale, puis alterne en fonction de la distance

(nombre de cases) & la diagonale. En particulier, pour les indices (1,7) et (n,1), il vaut (—1)""L.

Prop : Le cofacteur Cj; est le déterminant de la matrice obtenue en remplagant dans A la j-ieme colonne par le
vecteur canonique F;. Autrement dit, C; = det(Aq, Aa, ..., Aj_1, Ei, Ajq1, ..., Ay).
Preuve : Le fait de déplacer la j-iéme colonne en premiére position multiplie le déterminant par (—1)7~1,

En effet, un tel déplacement peut se faire en permutant les colonnes j et (7 — 1), puis (j — 1) et (j — 2), etc ...

De méme, mettre la i-iéme ligne en premiére position multiplie le déterminant par (—1)~1!.

B|O|C O|B|C 1 | % | x
Dou:det | % |1 | = (=1 det [ 1 | * | = (=17 Y=1)"tdet | O| B |C
D|O|E O|D|E O|D|FE

On reconnait alors un déterminant par blocs (matrice triangulaire inférieure par blocs).

On obtient donc finalement (—1)*7 det < g g ) D'ou Cjj = (—1)A;.

Remarque : De méme (par passage aux transposées), C;; est le déterminant de la matrice obtenue en remplagant

dans A la i-iéme ligne par le j-iéme vecteur ligne canonique L; = (0,0,...,0,1,0,...,0).

b) Développement du déterminant du déterminant selon une colonne ou une ligne

Prop : Soit A € M, (K).

i) Développement du déterminant selon la j-iéme colonne : |det A =37 | a;;Cy;

ii) Développement du déterminant selon la i-iéme ligne : det A = Z?:l a;;Cij



Preuve : i) On utilise la linéarité du déterminant d’une matrice par rapport a la j-iéme colonne.

En effet, avec Aj = Z?:l aijEi, on a det A = Z?:l aij det(Al, AQ, ceny Ajfl, EZ‘, A]’Jrl, ceny An) == Z?:l CLUCZ']'.
ii) Idem par transposition.

Ezemple : En développant selon la premiére colonne,

/ "

a a a Y d d a

b vV |\=a|l, ,|=0b], ,|+tc|, ., |=ald —adt —bd +bcda" + ca't — cba".
r d c d c vob

c

4) Expression de la matrice inverse en fonction de la comatrice

a) Comatrice

Def : La comatrice de A, souvent notée A, est la matrice des cofacteurs , c’est-a-dire A = (Cjj)1<i<n,1<j<n-

-b a

b) Application des déterminants aux systémes de Cramer

Exemple : La comatrice de A = < CCL Z ) est A = ( d —c ) .

Prop : Considérons un systéme de Cramer (S) : AX =Y, c'est-a-dire (5) : Y27 2;4; =Y , avec A € GLy(K).

det(Aq, ..., A;_1,Y, Aiiq,..., Ay,
Alors pour tout j € {1,2,...,n}, |z; = AL ]de};(/{) S '

Preuve : Par linéarité, det(Al, ...,Ajfl, ij Aj+1, ceey An) = Z?:l det(Al, ...,Ajfl, .’L'iEZ', AjJrl, ceey An)

Et comme det est alterné, on obtient det(Aq, ..., A;_1,2;4;, Aji1, ..., Ay) = xj det A.

En particulier, en prenant Y = E; : | A1E; est le vecteur X = 72-(Cyj)1<j<n |

c) Expression de la matrice inverse en fonction de la transposée de la comatrice (HP)

Corollaire : Si A € GL,(R), alors A7 = ﬁ(cji)lgign,lgjgn = ﬁ(A)T.
Preuve : La j-iéme colonne de A est AilEj, c’est-a-dire ﬁ(C’ﬁ)lggn.

d) Cas particulier a connaitre

.. (a b 4 1 =p 1 d —b
SIA—<C d)GGLg(R),alorsA _detA(A) _ad—bc<—c a >

5) Déterminant d’une matrice comme fonction polynomiale de ses coefficients

Les formules précédentes permettent d’exprimer tout déterminant d’ordre n comme combinaisons de n déterminants
d’ordre (n — 1). On en déduit par récurrence sur n que le déterminant det A est une expression polynomiale en les
coefficients (a;;) de la matrice A € M, (K).

Plus précisement, il s’écrit comme la somme de n! termes qui sont, au signe pres, le produit de n coefficients de la

matrice se trouvant sur des lignes et sur des colonnes distinctes.

Lorsque K = R ou C, le déterminant est une fonction continue de ses coefficients. En particulier, si M € GL,(R),
alors toute matrice dont les coefficients sont assez proches de ceux de M est aussi inversible (on dit que GL,(R)

est une partie ouverte dans M, (R)).

Complément culturel : En fait, on peut expliciter det A.



n
OnadetA=3 5 (o) H g(j),j> OU Sy, est I'ensemble des n! permutations de {1,2,...,n},
=1

et ot €(0) = det(Ey(1); - Eyn) = (—=1)", ot 7 est le nombre d’échanges permettant de transformer la famille
(Es(1)s - Bgn) en (E1, ..., Ey). Iy a de nombreuses fagons de décomposer une permutation o en produit de

transpositions (échanges), mais la parité du nombre r de transpositions est toujours la méme.

6) Déterminant d’un endomorphisme

a) Déterminant d’une famille de vecteurs dans une base

Def : Soit B une base de E. On définit detp(x1,...,z,) = det A, ou A = Matg(z1, ..., Zy).

Remarque : detp(x1,...,z,) = (det P)detg (21, ...,2,), o0 P = Pg/.

En effet, on a X; = PX}, donc A = (Xy,...,X;) = (PX{,..., PX;) = PA’, d’ot det A = (det P)(det A').

b) Déterminant d’un endomorphisme

Def : Soit u € L(E). Pour B base de E, on pose ’detu = det(Matp u) ‘

Cette définition est valide car la valeur de det(Matp u) ne dépend pas du choix de la base B. En effet, deux matrices
semblables ont méme déterminant.

Ezemple : Si u est la symétrie sur F' par rapport a G, detu = (—1)%, o ¢ = dim G.

En effet, dans une base B adaptée & F'® G = E, on a Matgu = ( gj OI > € M, (K).
—1q

Prop : Soient u et v € L(E). Alors ’det(u ov) = (detu)(detv) ‘ et ’detu # 0ssiu € GL(E) ‘

c) Déterminant de l'image d’une famille de vecteurs par un endomorphisme

Prop : Soit u € L(E) et B une base de E. Alors ’detg(u(xl), wou(zy)) = (detu) detp(xy, ..., xy) ‘

Premiére preuve : Posons X; = Matgz;, Y; = Matgu(z;) et A= Matgu. Alors Y; = AXj;.

Alors Matg(u(z1), ..., u(zy)) = (Y1,..., V) = A(X1, ..., X;y) = AMatg(z1, ..., Tn).

En passant aux déterminants, on obtient bien detg(u(z1), ..., u(zy)) = (det u) detg(xy, ..., Tp)-

Seconde preuve : Soit B une base de E. On considére application f : E" — K (x1,...,x,) — detg(u(z1), ..., u(zy)).
Par linéarité de u et par n-linéarité de detg, 'application f est n-linéaire.

D’autre part, si deux x; sont égaux, il est en de méme des u(z;), donc f(z1,...,z,) = 0. Donc f est alternée.

Par le théoréme fondamental, il existe A € K tel que f = Adetp,

Autrement dit, on a V(z1,...,x,) € E™, on a f(x1,...,x,) = Adetp(z1, ..., Tn).

En prenant la valeur de f en B = (eq, ..., €,), on obtient A = f(eq, ..., e,), car detp(eq, ..., e,) = 1.

7) Volume dans un espace euclidien (culturel)

On se place dans R™. Le choix d’une base B détermine un volume orienté de référence.

Y

a) ’detlg(m‘l, .oy Tp,) est le volume orienté du parallélépipede P de base (x1, ..., )

c’est-a-dire défini par P = [0, 1]z + ... + [0, Uzn, = {D1; Mizs, (A1, ..., An) € [0,1]"}.



Remarque : La valeur de |detg(x1, ..., z,)| ne dépend pas du choix de B base orthonormée de E.

b) Caractérisation du groupe spécial linéaire

On sait que Y(x1, ..., zp), |det(u(z1), ..., u(zy)) = (det u) det(x1, ..., zp) ‘

Ainsi, | det u représente dans R™ le facteur par lequel sont multipliés les volumes en composant par w|.

Remarque : On retrouve immédiatement la relation det(u o v) = (det u)(det v).
Remarques :
- Un endomorphisme u conserve les volumes orientés ssi det u = 1, c’est-a-dire ssi u € SL(E).

- Un endomorphisme u conserve les volumes non orientés ssi |[det u| = 1. C’est le cas des isométries (qui conservent

les normes, donc le produit scalaire (identité de polarisation), et donc les volumes, mais la réciproque est fausse.

Par exemple, I’endomorphisme (z,y) — (2, %y) de R? conserve les volumes mais non les normes.

8) Exemple classique : Déterminant de Van der Monde

1 a a?il
1 1 as ... ag_l

a) La matrice de Van der Monde est M (ay, ...,an) = (a] " )i<i<ni<j<n = o ) e M, (K).
1 ap, ... a*!

La matrice de Van der Monde est la matrice dans les bases canoniques de K,,_1[X] et de K™ de I’application linéaire
u associée & l'interpolation de Lagrange, c’est-a-dire u : K,,_1[X]| — K" P +— (P(a1), P(a2),..., P(ay)).

En particulier, M(aq, ..., a,) est inversible ssi les a; sont deux a deux distincts.

Remarque : Dans ce cas, on a u” 1 (y1, ..., yn) = 2?21 y;L;, ou les L; sont les polynomes de Lagrange.

-1

Ainsi, la j-iéme colonne de M (ay,...,a,) " contient les coefficients de Lj;.

b) Prop : Le déterminant de Van der Monde est V' (ay,...,a,) = |det M(ay,...,an) = H (a; —a;) |

Remargue : Le produit des (aj — a;) contient () = $n(n — 1) termes.

Remarque : En particulier, V(ay, ..., an) # 0 ssi les a; sont deux a deux distincts.

Preuve : Si deux a; sont égaux, la matrice admet deux lignes identiques, donc le déterminant est nul.

Supposons désormais ay, ..., ap,—1 deux a deux distincts, et posons Q(z) = V (a1, ..., an—1, ). En développant selon
la derniére colonne, on obtient que @ est un polynome de degré (n — 1) et de coefficient dominant V' (aq, ..., an—1).
D’autre part, les a;, avec 1 < i <n — 1 sont des racines de (), donc sont les racines de Q).

Et Q(z) =V(a1,...,an—1)(x — a1)...(x — an—1).

Avec z = ay, on obtient la relation de récurrence V' (aq,...,a,) = V(a1 ...,an—1)(an — a1)...(an — an—1).

On conclut alors par récurrence sur n € N*,



